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Un complesso di linee rette è definito analiticamente da un'equazione fra le 
coordinate della retta, considerata come luogo di punti, o come inviluppo di piani; 
il grado di questa equazione è l'ordine del cono luogo di tutte le rette del com- 
plesso che passano per un punto arbitrario, e la classe della curva inviluppo di tutte 
le rette del complesso situate in un piano arbitrario. Se però viceversa si ha un si- 
stema di linee rette tale che per ogni punto dello spazio sia definito completamente 
un cono d'ordine n, luogo delle rette del sistema che passano per quel punto, o, 
ciò che vale lo stesso, per ogni piano dello spazio sia definita completamente una 
corra della classe n, inviluppo delle rette del sistema situate in quel piano, tutte 
le rette del sistema non apparterranno in generale ad un solo complesso di grado 
n, ma quei luoghi di rette d'ordine n, e quegl' inviluppi di rette di classe n, si 
potranno intendere distribuiti fra più complessi di grado n. La rappresentazione 
analitica più generale del sistema proposto sarà data da un'equazione che contenga, 
oltre delle coordinate della retta , le coordinate del punto o del piano , la quale 
potrebbe dirsi equazione di un connesso di punti e di rette, o di piani e di rette, 
estendendo il concetto di connesso, introdotto da Clebsch nella Geometrìa ana- 
litica : in un tale connesso ad ogni punto, o ad ogni piano, dello spazio corrisponde 
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un complesso di rette, ed i coni o le curve di questi complessi che corrispondono 
a quei punti, o a quei piani, dello spazio, saranno i luoghi e gì* inviluppi di rette 
appartenenti al sistema proposto. — Un esempio molto semplice di un simile si- 
stema di rette, suggeritomi dal eh. collega il prof. Talentino Cerruti, si ha 
nella considerazione dei coni di 2® ordine che passano per cinque punti dati, o delle 
linee di 2' classe che toccano cinque piani dati : la discussione di questo sistema 
di rette forma V oggetto di questa breve Nota. 

1. Essendo (a, 6» e, d) le coordinate di un punto p rispetto ad un tetraedro 
fondamentale 0| consideriamo una superficie di 2® ordine circoscritta al tetraedro 
medesimo, e rappresentata perciò da un* equazione della forma 



0) 



F6c + Geo + Ha6 + Lod + Hbd + Ned = 0. 



Se la superflcìe (1) si riduce ad un cono S' di vertice p'(a' , b' , e' , d*) , si 
avranno le condisioni 

H6' + Gc' + Ld'=0, 



(2) 



onde 



A = 



•^o' + Fc' + Md' 


= 0. 


6o' + F6' 


+ Nd' 


= 0, 


Lo' + M6' + Ne' 


= 0, 


0, H, 


6, 


L 


H, 0, 


F. 


H 


G, F, 


0, 


N 


L, M, 


N, 






= 0, 



in altra forma 



F»L« + G«M» + H»1P-26M.HN-«HN.FL-2FL-6M = 0, 



>/FL+a/6M+ \/M = 0. 



Dalle equaùoni (2) si trae 



F6'c' = Lo'd' , Gc'o' = Mb'd' , Ho'6' = Nc'd' , 



)(3)( 
e si porrà 

— = — = V-W -L=:J- = W-U -5.-JL = U-V 

o'd' 6'c' • ' 6'd' c'a' ^' c'cl'""a'6' ' 

osseryando che , per le equazioni (2) , la somma di queste tre frazioni deve an- 
nullarsi. 

Segue da ciò clie l'equazione del cono S' sarà 

(V - W)(6ca'd' + adb'c') + (W - U)(ca6'd' + òdc'aO + (U - V)(a6c'd' + cda'6') = 0, 

o sia 

(3) U(6c' - c6')(ad' - da') + V(ca' - ocOCftd' - di') -h W(a6' - òa^Ccd' - de') = 0. 

Tutt* i coni S' , variando il vertice p' , costituiranno con i loro lati un com- 
plesso £ di 2® grado : indicando le coordinate di una retta r del complesso con 

f=6c'-c6', jf = ca'-ac', ft = a6'-6a', 
» = ad'-da', m = 6d'-d6', n = cd'-dc', 

l'equazione del complesso S sarà 

U/7 + Vf;m + W/in = 0. 
ovvero 

fi gm hn 



(*) 



V-W^W-U U-V 



osservando che si ha identicamente fl-\-gm-\- hn = 0. 

Il complesso £ è un complesso lelraedrale ; esso è costituito da rette r, cia- 
scuna delle quali determina con le facce del tetraedro 6 un gruppo di quattro 
punti in dati rapporti anarmonici : i tre rapporti anarmonici fondamentali in questo 
gruppo sono espressi da 

rK\ hn _ y - U fi W~V gm U - W 

^^^ ffm"W-U' /inT-V' "fi V^W 

Se il cono S' del complesso si riduce a due piani, il sistema delle equazioni (2) 
equivale a due sole equazioni indipendenti, dovranno quindi annullarsi i detenni- 



)(*)( 

nanti minori di 3^ ordine del determinate A ; ciò conduce alle condizioni 

FL:^ (V-W)a'6'c'd'=0 , GM=(W U)a'6Vri'-0 , HN = (U-V)a'6'c'd'=0 , 

le quali sono soddisfatte ponendo una qualunque delle equazioni a' = 0, 6' = 0, 
c' = 0, d'=:0; adunque il luogo dei punti singolari p' del complesso 2, per cia- 
scuno dei quali il cono S' del complesso si riduce a due piani, è costituito dalle 
quattro facce del tetraedro 0. 

Se il vertice p' del cono S' appartiene ad una delle facce del tetraedro 6, il 
cono S' si ridurrà a questa faccia, insieme al piano P', che passa pel vertice op- 
posto di 6, rappresentato da una delle equazioni 



(6) 



(V^W)5r + (U-V)^-f(W-.U)|=0, 
(W-U)^ + (V-W)^ + (U-V)^ = 0. 

La retta B' che il piano P' ha di comune con la faccia del tetraedro 8 è de- 
terminata dalla condizione che i suoi tre punti comuni con gli spigoli di 6 appar- 
tenenti a quella faccia , ed il punto p' , siano nel dato rapporto anarmonico del 
complesso. 

Se il vertice p' del cono S' appartiene ad uno degli spigoli del tetraedro 6 , 
il cono S' si riduce alle due facce di 6 che appartengono a quello spigolo ; e fl- 
nalmente se p' è uno dei vertici di 0, il cono S' è indeterminato. 

Per una qualunque delle facce del tetraedro 6, la dipendenza tra il punto p' e 
la retta R', appartenente ad esso, è tale che se la retta R' appartiene ad un punto 
Pi , il punto corrispondente p' apparterrà ad una conica, alla quale appartengono 
i vertici di quella faccia di ed il punto P( ; la tangente di questa conica in p, 
è la retta R, che corrisponde a p|. Le equazioni di queste coniche, nelle diverse 
facce del tetraedro 0, saranno 

(U- V)6,cd + (W-U)C|6(i + (V -W)d,6cr^0, 

(V - W) e, ad + (U -V)o,cd + (W- U)d,co = 0, 
0) 

(W- U) a,6d + (V - W) btod f (U - V) d, 06 = , 

(V - W) o,òc + (W - U) 6,co + (U - V) e, 06 = , 



)(5)( 

Se invece il pnnto p' appartiene ad una retta R^ , la retta corrispondente R' in- 
vilupperà una conica, che toccTa gli spigoli di e in quella faccia, e la retta R| ; il 
punto di contatto di questa conica con R| è il punto p^ che corrisponde ad R^ : 
indicando con (A i • • - ^ » • • ^^ coordinate della retta R| , le equazioni di queste 
coniche sulle diverse facce dei tetraedro e saranno 



>/(U - J) n, 6 + V(W - U)m4 e + V(V - W) A d = , 



(8) 



V(V - W) i, e + V(U - V) TJi a + V(W - U) »| d = , 



V(W - U) m, a + n/(V - W) I, 6 + V(0 - V) ft, d = , 



V(V - W) A a + V(W- U) J7, 6 + n/(U - V) /i, e = , 

Cerchiamo ora tra i coni S' del complesso £ quelli che passano per un punto 
Pi ; il luogo dei loro vertici p' sarà il cono rappresentato dall* equazione 

(9) (V-W)(6,C|CMl+a,d46c)-f(W-U)(c,a46(f+6,d|Ca)+(U-V)(a,64Cd+C4d|a6)=0, 

ossia sarà il cono S| del complesso corrispondente al punto P(. Osservando che 
r equazione (9) non può essere soddisfatta qualunque sia il punto (a,b,c,d), se non 
quando U=Y=W, il che rende illusoria 1* equazione (4) del complesso 2), ne segue 
che tutt*i coni S' i quali , avendo per loro vertici i diversi punti p' dello spazio , 
sono assoggettati a passare per cinque punti dati (i quattro vertici del tetraedro b 
ed un punto p.) non potranno appartenere ad un solo complesso di 2® grado; essi 
però potranno intendersi distribuiti fra inflniti complessi tetraedrali 2) relativi al 
tetraedro e, e rappresentati dall' equazione (4) variando U, V, W, ciascuno di questi 
complessi 2) essendo determinato da uno qualunque dei tre rapporti anarmonici cor- 
rispondenti (5) : in questi complessi £ i coni S' corrispondenti ad un punto p' hanno 
di comune le quattro rette che p' determina con i vertici del tetraedro 6. Diremo 
che i complessi £ formano un fascio. Ad un complesso Z del fascio, pel quale i 
rapporti anarmonici fondamentali sono 1 , 0, oo , corrisponde un cono S' ridotto alla 
coppia dei piani determinati da p' e da due spigoli opposti del tetraedro d. —Ad 
ogni complesso 1 del fascio corrisponde un cono S| , rappresentato dairequazione 
(9), che è il luogo dei vertici dei coni del complesso 2), che passano per i cinque 
punti dati. La distribuzione dei coni S' in complessi tetraedrali £ può farsi in cin- 
que modi diversi, combinando a quattro a quattro i cinque punti, per i quali quei 
coni S" sono assoggettati a passare. 

Nel fascio dei complessi £ il cono S' di vertice p', assoggettato a passare pel 



r\ ) 



)( 6 )( 
punto p, , sarà rappresentato da una qualunque delle equazioni 

{bc'-cV) {ad'-da' ) {ca'-at!) {hd!-db' ) _ (ab'-ba') (cd'-dc' ) 

(bic'-c^ò') {a^d'-d^a') ^ (c^a'-a^c') (ò^d'-d^ò') "" (a.ò'-ò.a') (c.d'-diC') 

sia da 

(10) (6,c'-C460(a,d'-d4a')(6ca'd'+ad6'c')+(Cta'-a4c')(6id'-d|6')(ca6'd'+6dc'a') 

+(^i&'-&ia')(Cid'-d4c')(a6c'd'+cda'6')=0. 

U cono (10) si ridurrà ad una coppia di piani quando il punto p' apparterrà 
ad uno dei dieci piani determinati dai vertici del tetraedro b e dal punto Pi , com- 
binati a tre a tre. 

Indicando con f 'i , . . . T, , . . . le coordinate della retta comune ai due punti 
p'fPif sia ponendo 

f\ z= 6,c' - 0,6' , r, = a,d' - d,a' , . . . 



una qualunque delle equazioni 



C^V ^/ 1/ — ^/ ^/ 1./ -/ » 



fi _ ^f?* _ hn 



contenendo le coordinate del punto p', e quelle della retta r, definirà un connesso 
di punti e di rette, tale che ad ogni punto p' dello spazio corrisponderà un com- 
plesso tetraedrale £; i coni S' in questi complessi tetraedrali, che hanno per loro 
vertici i punti corrispondenti p\ sono appunto i coni (10), che passano per i quattro 
vertici del tetraedro b, e pel quinto putito dato p,. Adunque la rappresentazione 
analitica di tutti questi coni si trova nella considerazione di un connesso (11) di 
punti e di rette. 

Se un cono S' è assoggettato a passare per i vertici del tetraedro e e per 
due punti p, , pj , il suo vertice p' apparterrà alla superficie di 4® ordine, rappre- 
sentata da una qualunque delle equazioni 

(i 3\ {btb-Ci b){a id'd^a) _ (Ca,a-qaC)(b^d-d|b) ^ {aib-bia){c^d-d^c) " 
^ ^ {b^c-c^b){a^d-d^a) (c,a-a,c)(fe,d d,ò) (a,6-6|a)(c,d-d|C) ' 



)(1 )( 



sia da 



(ab ed \/ ac ab \ ( J^ , ed \/ ca 6d \ 
a^ 6| e, (i|/ \<^2 Oj 6j fl^/ Va, 6j e, dj/ Ve, a, 6| d,/ 

(?>c ad \/ afe ed \ /' 6c fld \/ afe ed \ 
fe, e, Ci di/Vajfej e, a,/ Vòjej a, d,/ \a| 6, e, d,/ 

4. ( ^^ X fcd \ / fec ^^ \ _ / c^^ , fed \/ fec <^^ \ _ A 
Ve, ai 6, d|/ Vfe, e, a, d,/ Ve, f/, fe, d,/ Vò, e, o, d,/ "" 

Considerando il gruppo di sei punti costituito dai quattro vertici del tetraedro 
6 e dai due punti p, «p,, apparterranno alla superflcie (1*2) le quindici rette de- 
terminate da questi punti combinati a due a due, e di più le dieci rette determi- 
nate dalle dieci coppie di piani, alle quali appartengono i medesimi punti combi- 
nati a tre a tre: inoltre apparterrà alla superficie (12) la linea gobba del 3^ or- 
dine determinata dai sei punti del gruppo. 

2. Analogamente esseiido (A , B , C , D) le coordinate di un piano P rispetto 
ad un tetraedro fondamentale 6, consideriamo una superficie di 2* classe inscritta 
al tetraedro medesimo, e rappresentata perciò da un'equazione della forma 



(1) 



fBC + ff CA + h AB + i AD + mBD + nCD = 0. 



Se la superflcie (1) si riduce ad una conica s' nel piano F (A', B', C, D'), si 
avranno le condizioni 

hW + gC'+ ID' = 0, 



(2) 



ftA' 



+ fC'+mD' = 0, 



gM+ fB' 



+ nD' = , 



JA' + mB' + nC 



= 0, 



onde 



8 = 



0, 
h, 

9* 
l, 



0, 
m, 



01 
f, 
0, 
n, 



( 

m 
n 




= 0, 



X8K 

in altra forma 

/** P + g* m* + h* n* - ^gmhn - thri-fl - ìfl-gm^O , 

Dalle equazioni (2) si trae 

fB'C'^ lA'D', ffC'A' = mB'D', hA'B' = nCT)', 
e si porrà 

fi g m h n 

— - — — rr fi to — — — -- = W — f I = • r= 11 — il 

A'D' B'C ' B'D' C'A' * CD' A'B' ' 

ossenrando che , per le equazioni (^2) , la somma di queste tre frazioni deve an- 
nullarsi. 

Segue da ciò che F equazione della conica s' sarà 

(u-w)(BCA'D'+ ADB'C')+(w- iO(CAB'D'+BDC'A')+(u-^v)(ABCT)'+CDA'B')=0 , 
sia 

(3) u(BC'-CB')(AD'-DA')+«(CA'-AC'){BD'-DB'Hw(AB'-BA')(CD'-DC')=0. 

Tutte le coniche s' , variando il piano P , costituiranno con le loro rette tan 
genti un complesso e di 2® grado : indicando le coordinate di una retta R del com* 
plesso con 

F = BC'-CB', G = CA'-AC', H = AB'-BV, 

L = AD' - DA' , M = BD' - DB' , N = CD' - DC , 

l'equazione del complesso e sarà 

uFL + vGM + wnN = 0, 
ovvero 

FL GM HN 



(4) 



V — w w~u u — v ' 



osservando che si ha identicamente FL 4 GH + HN = 0. 



)(9)( 

n complesso o è un complesso telraedrale ; esso è costituito da rette R, cia- 
scuna delle quali determina con i vertici del tetraedro 6 un gruppo di quattro 
piani in dati rapporti anarmonici : i tre rapporti anarmonici fondamentali in questo 
gruppo sono espressi da 

^„^ HN r -tt FL w-v 6M u-w 

^' GM""w-tt' HN""u-i?' FL""v-w' 

Se la conica s' del complesso si riduce a due punti, il sistema delle equazio- 
ni (2) equivale a due sole equazioni indipendenti, dovranno quindi annullarsi i de- 
terminanti minori di 3^ ordine del determinante S ; ciò conduce alle condizioni 

/•t=(«^w)A'B'C'D'=0 . 5»i=(w-u)A'B'C'D'=0, hn=(tt-t;)A'B'C'D'=0 , 

le quali sono soddisfatte ponendo una qualunque delle equazioni A' = , B' = , 
C' = 0, D' = 0, adunque l'inviluppo dei piani singolari P' del complesso o, per 
ciascuno dei quali la conica s' del complesso si riduce a due punti , è costituito 
dai quattro vertici del tetraedro 0. 

Se il piano P' della conica s' appartiene ad uno dei vertici del tetraedro 0, la 
conica sf si ridurrà a questo vertice, insieme al punto p', appartenente alla faccia 
opposta, rappresentato da una delle equazioni 

B C D 

(tt - ») -^ + (w - tt) -^ + (1) - w) -gr = , 



CAD 

(» - w) -^ + (u - ») -^ + (w - «) -gr = , 



(6. 



(w - u) -j^ + (t) - w) -gr + (« - «) -gr = . 

ABC 

(« - w) -^ + (w - U) -g- + (u - «) -pT =^ 0- 

La retta r' che il punto p' ha di comune con quel vertice del tetraedro è 
determinata dalla condizione che i suoi tre piani comuni con gli spigoli di ap- 
partenenti a quel vertice, ed il piano P', siano nel dato rapporto anarmonico del 

c3om plesso. 

Se il piano P' della conica s' appartiene ad uno degli spigoli del tetraedro 0, 
la conica si riduce ai due vertici di che appartengono a quello spigolo ; Anal- 
mente se F è una delle facce di la conica s' è indeterminata. 
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Per uno qualunque dei vertici del tetraedro la dipendenza tra il piano P', e 
la retta r', appartenente ad esso, è tale che se la retta r' appartiene ad un piano 
Pi , il piano corrispondente P' apparterrà ad un cono , al quale appartengono le 
facce per quel vertice di 0, ed il piano P| ; il lato di contatto di questo cono con 
Pi è la retta r, che corrisponde a P,. Le equazioni di questi coni , per i diversi 
vertici del tetraedro 0, saranno 

(u - V ) B4CD 4- (W - tt) C|BD 4- (v - w) DjBC = , 



0) 



(v-w)C|AD + (u - V) AiCD -I- (w - tt) D,CA = , 

(w - u) A^BD 4- (v - w) B|AD 4- (w - v) D.AB = , 
(v - w) A|BC 4- (w - w) B,CA 4- (m - ^?) C.AB = . 

Se invece il piano F appartiene ad una retta r, ; la retta corrispondente r' ap- 
parterrà ad un cono, al quale appartengono gli spigoli di per quel vertice, e la 
retta r, ; il piano tangente di questo cono secondo r, è il piano P| che corrisponde 
ad fi : indicando con (F| , . . . L| . . .) le coordinate della retta ri , le equazioni 
di questi coni per i diversi vertici del tetraedro saranno 



V(u - V) N| B 4- V(W - u) MiC 4- V(v - w) F.D = , 



\I(V'-'W)UG+ ^J(u-v)li^k+ >/(w-w)G|D = , 
(8) 

V(w - u) M|A 4- V(i; - w) L| B 4- V(u - v) H,"D = , 



y/{v - w) F, A 4- V(w - tt) GiB 4- ^/(u - V) H| C = . 

Cerchiamo ora tra le coniche s' del complesso e quelle che toccano un piano 
Pi; r inviluppo dei loro piani P' sarà la conica rappresentata dalF equazione 

(9) (v - w) (BiCi AD 4- A|D, BC) 4- (w - u) (C, A^ BD + B,D, CA) 

4- (u - V) (A^B, CD 4- C|D, AB) = , 

sia sarà la conica s, del complesso corrispondente al piano P,. 

Osservando che T equazione (9) non può essere soddisfatta qualunque sia il 
piano (A, B, C, D), se non quando u = i; = tv, il che rende illusoria Tequanone (4) 
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del complesso o, ne segue che tutte le coniche s\ le quali, avendo per loro piani 
i diversi piani P' dello spazio , sono assoggettate a toccare cinque piani dati (le 
quattro facce del tetraedro ed un piano P,) non potranno appartenere ad un solo 
complesso di 2^ grado ; esse però potranno intendersi distribuite fra influiti com- 
plessi tetraedrali a. relativi al tetraedro 0, e rappresentati dall* equazione (4) va 
riandò u, v, w, ciascuno di questi complessi o essendo determinato da uno qua- 
lunque dei tre rapporti anarmonici (5) : in questi complessi o le coniche s' corri* 
siìondenti ad un piano P' hanno per tangenti comuni le quattro rette che P' de- 
termina con le facce del tetraedro 0. Diremo che i complessi o formano un fascio. 
Ad un complesso e del fascio , pel quale i rapporti anarmonici fondamentali sono 
1 , 0, 00 , corrisponde una conica 8\ ridotta alla coppia dei punti determinati da 
F e da due spigoli opposti del tetraedro 6. Ad ogni complesso a del fascio corri- 
sponde una conica s^j rappresentata dall* equazione (9), che è I* inviluppo dei piani 
delle coniche del complesso e che toccano i cinque piani dati. La distribuzione 
delle coniche s' in complessi tetraedrali o può farsi in cinque modi diversi, com- 
binando a quattro a quattro i cinque piani dati, che le coniche s' sono assogget- 
tate a toccare. 

Nel fascio dei complessi o la conica s', nel piano P', assoggettata a toccare 
il piano P| , sarà rappresentata da una qualunque delle equazioni 

(BC^ - CBQ (AD^ - DAQ (CA^ - AC^) (BD^ - DBQ 

(B,C' - C.B') (A,D' - D.AO (C,A' - A,C') (B^D' - D.B') 

(AB' - BA') (CD' - DC) 



(A,B'-B4A')(C»D'-D4C') 



sia da 



(B.C - C|B')(A,D' - D,AO(BCA'D' 4- ADB'O 



(10) + (C,A' - AtC'XBiD' - D.B')(CAB'D' + BDC'A') 

+ (A«B' - B,A')(C.D' - D|C')(ABC'D'+ CDA'B') = 0. 

La conica (10) si ridurrà ad una coppia di punti , quando il piano P' appar- 
terrà ad uno dei dieci punti determinati dalle facce del tetraedro e dal piano P,, 

combinati a tre a tre. 

Indicando con P', , ... L'i , ... le coordinate della retta comune ai due piani 

P' , Pf , sia ponendo 

» 

F', = B,C' - C,B' , . . . L', = A,D' - D,à' , . . . 
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una qualunque delle equazioni 



(11) 



FL GM UN 



/ M' ' 



F',L', G\M\ H',N', 



contenendo le coordinate del piano P', e quelle della retta R, defluirà un con^icsso 
di piani e di rette, tale che ad ogni piano P' dello spazio corrisponderà un com- 
plesso tetraedrale o; le coniche s' in questi complessi tetraedrali, che hanno per 
loro piani i piani corrispondenti P', sono appunto le coniche (10), che toccano le 
quattro facce del tetraedro 6, ed il quinto piano dato P,. Adunque la rappresenta- 
zione analitica di tutte queste coniche si trova nella considerazione di un connesso 
(li) di piani e di rette. 

Se una conica s è assoggettata a toccare le facce del tetraedro 6, e due piani 
P, , Pj , il suo piano P' toccherà la superficie di quarta classe rappresentata da 
una qualunque delle equazioni 

(BaC-CaB)(AtD-Da Aj _ (C^A-A^CjCB^D D^B) _ (A^^B-B^AjCCaD-Dg C) 
(B,C-C4B;(A;d^D,A) "" (CtA-A.CXB^D-DjB) "" (A.B-B.AXC.D-DjC) 

sia da 

/ AB CD \ / CA BD \ /AB CD \ / CA BD \ 
\ A,B| ^ GfiJ VCjA, B^Dj/ VAjB, ^ C,Dj/ VC.A, ^ B,D| / 

(,.) .fJC ADW^ JCD^\ /BC^^ 



+ 



/^^4. J!LV^ . AD\ /CA BDWBC AD\ 
VC,A, "^ B.D,/ VBjC, "^ A,D,/ VCjA, "^ B^D,/ VB^C, ^ kfij 



Considerando il gruppo di sei piani costituito dalle quattro facce del tetrae- 
dro e dai due piani P, , P^ . apparterranno alla superficie (12) le quindici rette 
determinate da questi piani combinati a due a due, e di più le dieci rette deter- 
minate dalle dieci coppie di punti alle quali appartengono i medesimi piani combi- 
nati a tre a tre: inoltre apparterrà alla superficie (12) la sviluppabile della terza 
classe determinata dai sei piani del gruppo. 

3. Supponiamo che i tetraedri 6 e coincidano in un solo (6 , 0), e che si abbia 

U V W 

— = — = — ; osservando che se (f , . . . l • . . ) ed (F , . . . L , . . .) sono le 

coordinate di una stessa retta (r , R) , considerata come luogo di punti o come 

f l 

iaviiu[)po di piani, si ha p = . . . = =^ = . . . , si vedrà che i complessi Zea, 
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rappresentati dalle equazioni (4) dei numeri precedenti, coincideranno in un solo 
complesso (£ , o) ; sicché ogni retta r che determina con le facce di G un gruppo 
di quattro punti, in dati rapporti anarmonici, è anche una retta B che determina 
con i vertici di un gruppo di quattro piani , nei medesimi rapporti anarmonici. 
La conica s' del complesso o, corrispondente al piano P', sarà il luogo dei vertici 
p' dei coni S' del complesso 2 che toccano P'; e viceversa il cono S' del com- 
plesso £, corrispondente al punto p\ è l'inviluppo dei piani delle coniche s' del 
complesso a che passano per p'. 

Consideriamo il fascio dei complessi (S , e), tra i quali, per le cose dette, si 
possono intendere distribuiti i coni S' assoggettati a passare per i quattro vertici 
di 0, e per un quinto punto Pi , e distribuite le coniche s' che toccano le quattro 
facce di 0, ed un quinto piano P,. In uno dei complessi £. nel piano F, i vertici 
p' dei coni S', che passano per i cinque punti dati, apparterranno alla conica s\ 
determinata da P' e dal cono S, di £ di vertice p, ; i quattro punti comuni alla 
oonica s\ ed alla conica s' di a, corrispondente al piano P', saranno i vertici p' di 
quattro coni S' che passano per i cinque punti dati e toccano il piano P' : il luogo 
dei vertici p' di tutti questi coni, variando il complesso (£ , a), è una curva y, la 
quale risulta quindi dai punti comuni alle coniche corrispondenti s\ ed s' in due 
serie proiettive, le coniche 8\ della prima serie avendo in comune la quaterna q\ 
di punti determinata in P' dalle congiungentì di p, con i vertici di 0, e le coniche 
s' della seconda serie avendo per tangenti comuni la quaterna Q' di rette deter 
minata in P' dalle facce di 6 ; la quaterna di punti q\ , e la quaterna di rette Q', 
sono tali che a ciascuno dei sei lati di q\ appartiene uno dei sei vertici di Q'. Si 
vedrà facilmente che la curva 7 ha per punti doppi i quattro punti della quaterna 
q\ j ed i sei vertici della quaterna Q' ; quindi osservando che ogni conica s\ ha 
per punti eomuni con 7 i quattro punti p' che essa ha di comune con la conica s' , 
ed inoltre gli otto punti riuniti nei punti della quaterna q\ , se ne conchidderà che 
la curva y è del sesto ordine. Adunque il luogo dei vertici p' dei coni S' che pas- 
sano per i cinque punti dati e toccano un piano dato P', è una curva 7 del sesto 
ordine, situata in questo piano; essa ha dieci punti doppi a (i punti determinati 
in P' dalle congiungenti dei cinque punti dati presi a due a due) allineati a tre a 
tre su dieci rette p (le rette determinate in P' dai piani che passano per i cinque 
punti dati presi a tre a tre); per ciascun punto doppio n di y passano tre rette p, 
le quali contengono sette dei dieci punti n. i rimanenti tre punti cs essendo alli- 
neati sopra un* altra retta p. — Analogamente in uno dei complessi 0, pel punto p', 
i piani P' delle coniche a', che toccano i cinque piani dati, apparterranno al cono 
S', determinato da p' e dalla conica 8, di a nel piano Pi ; i quattro piani tangenti 
comuni al cono S'i ed al cono S' di £, corrispondente al punto p', saranno i piani 
P' di quattro coniche s' che toccano i cinque piani dati , e passano pel punto p' : 
r inviluppo dei piani P' di tutte queste coniche, variando il complesso (0 , £) è un 
cono r, il quale risulta quindi dai piani tangenti comuni dei coni corrispondenti S\ 
ed S' in due serie proiettive, i coni S', della prima serie avendo in comune la qua- 
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terna Q', di piani tangenti, determinata con p' dalle intersezioni di P, con le facce 
di 6, ed i coni S' della seconda serie avendo in comune la quaterna q' di rette, 
determinata con j/ dai vertici di G ; la quaterna di piani Q', , e la quaterna dì 
rette q' sono tali che a ciascuno dei sei spigoli di Q', appartiene una delle sei facce 
di q'. Si vedrà facilmente che il cono r ha per piani tangenti doppi i quattro piani 
della quaterna Q\ , e le sei facce della quaterna 9' ; quindi osservando che ogni 
cono S'f ha per piani tangenti comuni con r i quattro piani tangenti F che esso 
ha di comune col cono 8\ ed inoltre gli otto piani tangenti riuniti nei piani della 
quaterna Q'| , se ne conchiuderà che il cono r è della sesta classe. — Adunque l'in- 
viluppo dei piani F delle coniche s', che toccano cinque piani dati, e passano per 
un punto dato p' è un cono r della se.^ta classe, col vertice in questo punto ; esso 
ha dieci piani tangenti doppi II (i piani determinati con p' dalle intersezioni dei 
cinque piani dati presi a due a due) che passano a tre a tre per dieci rette P 
(le rette determinate con p' dai punti nei quali s'intersecano i piani dati presi 
a tre a tre) ; ciascun piano tangente doppio fi di r contiene tre rette P , per le 
quali passano sette dei dieci piani II, ed i rimanenti tre piani II passano per un'al- 
tra retta P. 



^^^^^^ff ^ » ^ K ^»^»^»^»^^i^r^w ^^i^-^^^^^^o^^^i 



)( 15 )( 



TEOREMA DI GEOMETRIA PROIETTIVA 



PER 



FEDERICO AMODEO 



Studente di V anno nell* Università di Napoli 



a) Dati in un piano quattro punti A A' B B' e due rette m n, che si ta- 
gliano sulla retta AA', dai punti B , B' si proietti la punteggiata m ^ MM, . . . sulla 
retta n nelle due punteggiate NN, .... N'N\ ... : posto 

AN.A'N' = P , AN.-A'N', = P, ,... , 

le rette MP , M^P, .... invilupperanno una conica ?. 

Infatti le due punteggiate proiettive NN, ... , N'N'i ... hanno nel punto mn un 
loro punto unito (1* altro è il punto n-BB'), e quindi i fasci proiettivi A(NNf ...), 
A'(N'N'| ...) hanno in AA' un raggio unito, e sono perciò prospettivi, ossia i punti 
I^ 9 Pf > ••• giacciono sopra una retta p, che passa pel punto n-BB'. 

Ora essendo PP, ... , MM, ... proiettive con NN, ... , e quindi proiettive fra loro, 
ne segue che le rette MP^MiP,,... invilupperanno una conica 9 tangente alle 
rette m , p. 

Osservazione — Costruita la retta p = P-(n«BB') è chiaro che dato un punto M, 
di m, la BM, taglierà n in N, , e la AN, determinerà sopra p il punto P, della 
tangente MfP, di 9. 

b) Oltre alla retta m anche le rette AA' , BB' , B'A' , BA sono tangenti a 9. 
Infatti se M, coincide con mn , P, coinciderà con p • AA', e secondo che M, 

è un punto di BB' , B'A' , BA , P, sarà un punto di BB' , B'A' , BA. 

e) Dietro ciò si può costruire per tangenti una conica individuata da cinque 
tangenti oòcdm, poiché si può porre a6 = A , ad = A' , c6 = B , ed = B', e con- 
ducendo pel punto ani una trasversale arbitraria n, si ricade neir ipotesi del teo- 
rema considerato in a). 
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d) Considerando poi T esagono ordinario circoscritto a 9, i cui lati consecu- 
tivi sono a , 6 , e , p , MP , m si ha che le rette cp-ma , (p«MP)«a6 , (PM-m)«6c 
concorrono in un medesimo punto, dietro quanto si è detto neir osservazione posta 
in a); ossia si ha il teorema di Brianchon sull'esagono circoscritto ad una conica. 

e; Il teorema contenuto in a) può dirsi più generale dì quello di Brianchon, 
nel senso, che mentre con questo date cinque tangenti a 6 e d m per determinare la 
sesta tangente condotta da un punto dato sopra m, se ne determinali punto d'in- 
tersezione con una delle altre tangenti a 6 e d, con quello contenuto in a) nel risol- 
vere Io stesso problema si determina un punto qualunque della sesta tangente ; 
sebbene a dir vero, questo punto si trova sopra una settima tangente p. Ma an- 
che con ciò, si avrebbero quindi due tangenti invece di una, cioè la tangente con- 
dotta dal punto dato su m, e la tangente p. 

f) É facile sia direttamente, sia col principio di dualità trovare il correlativot 
nel piano, di quanto si è detto in a) , b) , e) , d) , e). 

Avellino , Settembre 1819. 
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SOPRA LE FORME ALGEBRICHE TERNARIE A PIÙ SERIE DI VARIABILI 



PEB 



A. CAPELLI 



Consideriamo la forma ternaria più generale con un numero qualunque di serie 
di yariabìli x^ yXf ^x^ ; 2/1)2/2*2/3 * ^i 1 ^s 9 ^s f • - - 9 <^he possiamo indicare 
brevemente con f(x^ » 2/* t ^' 9 • • •) intendendo con ciò che essa è omogenea e 
del grado m nelle x , omogenea e del grado n nelle y e cosi via. Si tratta di far 
dipendere tale funzione da forme ternarie contenenti un numero più piccolo di serie 
di Tariabili, e che siano invarianti covarianti della stessa f(x^ 1 2/" 9 ^' 9 - * 0* 
E precisamente, considerando dapprima tre sole serie di variabili) ci proponiamo 
di dimostrare che è sempre possibile di porre identicamente 



(I) r(»".i/",2')=22 



Xi X^ «K/j 

Vi Va Vi 



v»«''•v(«"■'*^'J/*"^') 



dove f jj^ V è un covariante di f che contiene le sole due serie cogredienti x ed 2/9 
e 0^2 » ^yz ^^^^ i^ ^0^® operazioni di polare 



d d d d 






^l+3r-2l + g^239 



da ripetersi più volte di seguito a seconda del valore di |a e di v rispettivamente. 
I numeri interi e positivi |ji » v , p dovendo soddisfare alla relazione 



non sono indipendenti. Due soli di essi p. e. |a e v potranno variare a piacimento 
entro limiti determinati. Questa formola non è che una generalizzazione della for- 
mola fondamentale del Oordan, mediante la quale una forma binaria a più serie 
di variabili x^ , Xt \ y^ f y^\ . . . ^ì riconduce a covarianti della forma stessa con 
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due sole serie di variabili (^). Crediamo inutile il citare la forinola giacché la nostra 
dimostrazione ne è affatto indipendente. Piuttosto osserviamo che questa formola 
è già stata in altro senso generalizzata dal Clebsch, non tanto in sé stessa quanto 
nella conseguenza ora accennata , nella sua importante memoria tìber eine Fun- 
damentalaufgabe der Invariantenlheorie (**). Ivi si dimostra come dalla forma 
n"* con un numero qualunque di serie di variabili, mediante la considerasione di 
n - 1 classi di variabili, in generale legate fra loro da relazioni algebriche e che 
si trasformano coordinatamente alla trasformazione lineare delle variabili indipen- 
denti a?i 9 x^ , • . . , a?,^ , si possono derivare certe forme invariantive che la sosti 
tuiscono pienamente e che di ogni classe di variabili non contengono al più che 
una sola serie. In tal modo la funzione ternaria [{x"^ » 2/" i 2^) si riconduce a sem- 
plici covarianti e controvarianti ed a forme che contengono una serie Xi , x, » ^s 
(coordinate di punti) ed una serie conlra^redienle U| , n, , u, (coordinate di rette). 
Ciò basta a mettere in evidenza che la generalizzazione di cui qui si tratta è di 
natura essenzialmente diversa. 

Invero dalla (1) si deduce immediatamente uno sviluppo analogo della funzione 
con un numero qualunque di serie di variabili x ^y ^ z ,i ^ri, .., sotto la forma: 



(2) r(x,t/,«,5.nf..-)=2] m 



fl/f 00^ Xf 

y* Vi Vt 
'i '« '« 



•D *Db*'D *"...D ''D b'''D ^" 

'" fiitii'> •■• V,»' ••• v"" • y) 



dote n indica che in luogo di una semplice potenca del determinante sottentra un 
prodotto di potenze di determinanti analoghi formati colle x,y,z.S,i],... 
Come si vede abbiamo sempre nelle f delle funzioni con due sole serie cogredienti. 
Le funsioni if^^> ,...,,... si deducono dalla forma fondamentale operando sulle 
Tariabili che essa contiene con operazioni del tipo D^, sopra considerato e con 
operazioni o^r definite dal simbolo 



Hi 

d 



dqt 

J_ 
8r, 



dp, 

dq, 
9r, 



(*) Math. Ann. Bd. III. 

e*) Abhandltmgen Scr h. Gmltsehafl der Wits. %u Qótlingm Bd. 17, 1872. 
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le p , g , r rapprese&tando le serie x,]/,2»S,y],... Cosi limitandoci p. e. 
alla (i) si può dimostrare che ?^,v ^^ P^^ espressione generale 



in cui kfj è un certo coefficiente numerico ed il solo esponente o può variare entro 
lìmiti determinati essendo gli altri esponenti funzioni determinate di e. 

La ragione per cui Y esponente dì ^ resta cosi determinato si vede facilmente 
tostochè si introducano nella rappresentazione delle forme i simboli dell* A r o- 
nhold. Se poniamo infatti simbolicamente 

e designiamo i determinanti 



Xi 



y^ 



Zi 



X, 



X, 



Vt Vi 



Hi 



a< 



6, 6. 



a, 



con le notasioni {xyz) , (a 6 e) si è condotti naturalmente a prendere come espres- 
sione generale delle ff^^ che corrispondono in (1) alla potenza p del determinante 
(xyz) r espressione 



s 



fc.(aòc)Pa/a/''>/Cc/c,^" 



y 



(pi' -I- pi" -f p = m etc.) 



poiché allora si ha per la regola del prodotto di due determinanti 



{xyz) (aòc) = 



a. 



a. 



by K 



Cz 



= (axfti,Ci) 



e cosi r identità da dimostrarsi si esprime in ambi i membri coi nove . elementi 
lineari simbolici Ox > ^y > ^z » ^x 9 • • • Q^l modo seguente : 

o.* V e,' = 2 S |(«« ^ "x)" V »-" "i».v 1 . 

V |1 
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dove My^^y è un aggregato simbolico del tipo ^k-aj-'ay^" b^'b^^*' c^'Cy^", Le ope- 
razioni Dp^ avendo semplicemente per effetto di cambiare alcuni elementi ap in eie - 
menti a^ è chiaro che 

D ^ D *^ M 

sarà un aggregato del tipo Ik-aJ^'a/'a/'" b/b/'b;>'" e^\^\^"' -, quindi consi- 
derando a parte il caso di p = e raccogliendo in ciò che rimane il determinante 

a,« 6/ e,' = 2 V »./ ?u.v + («« ^ ««) • M 

dove M è un aggregato del tipo indicato ultimamente, del grado m-l,n-l,l-l rispet- 
tivamente nelle x , y , z ; ^^^^ invece è funzione delle sole x ed y. L' essenziale della 
questione sta appunto nel dimostrare che la forma fondamentale si può esprìmere 
come somma di due parti del tipo ora citato. Possiamo aggiungere che basta limi- 
tarsi air ipotesi di 1=1. In tale ipotesi Y identità da dimostrarsi prende la forma 
abbastanza semplice 

fl«~Vc, = D^.(p + Dy,.tP + (a.6yCj.H, (o) 

hi cui 9 , 4^ , H contengono soltanto le x ed y. 

Nel primo dei due $ che seguono dimostreremo appunto che si possono sem- 
pre determinare i covarianti 9 e <p ed il composto simbolico M in modo da soddi- 
sfare questa identità. Nel secondo esporremo un metodo d* induzione assai semplice 
col quale dalla (a) si passa alla (I) e quindi anche alla (2), e che ha il vantaggio 
di estendersi immediatamente alle forme quaternarie etc. Cosicché p. e. , qualora 
per le forme quaternarie siasi dimostrata 1* identità analoga alla (a): 

«x^ftyV ^i = D^g.? + 0^5.4; + D^-x + («x by e, di) M, 
si può asserire senz* altro che si può porre identicamente : 
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1. Indicando simbolicamente con aj^by^c^ la forma più generale di grado |i 
nelle x, v nelle y ed 1 nelle z dobbiamo vedere se sia possibile di porre identi* 
camente 

doTe 9 e 4^ sono funzioni delle sole x ed y, la prima del grado |Ji + 1 nelle x e v 
nelle y , la seconda del grado (i nelle x e v + 1 nelle y. Il tipo più generale am- 
missibile per tali funzioni ò : 

intendendo d*ora innanzi di abbracciare col segno 2 una qualsiasi combinazione 
lineare delle forme elementari che stanno sotto il segno stesso ; altrimenti dovremmo 
scrivere p. e. 9 ^^ki-aj^'aj^" b^^'hy^" Ca.*"'Cy* dove le k< sono dei coefficienti nume- 
rici da determinarsi opportunamente. La t non può prendere cbe i valori ed I, 
le pi' , Vi" , v' , v" indicano valori interi e positivi (anche nulli) compatibili con certe 
condizioni, tali condizioni sono date per la ? e per la ^ rispettivamente da : 

v' +v" = v [ (1) v'+v"=v J (!') 

|i" + v" + 6 = V ) (i' + v' + e = |i 

Senza menomare la generalità della questione ci è lecito supporre |jl>v. Allora ò 
facile riconoscere che il sistema delle equazioni indeterminate (1) ammette 2v + 1 

soluzioni. D sistema (1'} poi ammette 2v + 2 soluzioni per |ji > v e sole 2v 4- 1 per 
|x = V. Pel sistema (1) basta riflettere che v^" può prendere tutti i valori da fino 
a V — £, quindi 1* espressione più generale di ? contiene v + 1 termmi con e = e 
V termini con e = 1 , in tutto 2v + 1 termini, giacché determinati e e pi" le (1) ci 
danno per ix' , v' , v'' valori del pari positivi e determinati. Quanto al sistema (2) si 
osservi che per (i > v la v' può prendere tutti i valori da fino a v, ma per pi=v 
soltanto i valori da fino a v - e. Quindi si conclude analogamente che per li > v 
r espressione più generale di <p si compone di 2v + 2 forme elementari e per p. = v 
di sole 2v + i. 

Notiamo finalmente che fra queste forme come in generale fra le forme ele- 
mentari composte coi nove clementi a^ , Oy , a^ , 6^ , . . . elevati a diverse serie di 
esponenti non può aver luogo alcuna relazione lineare giacchò, immaginando per 
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un momento che le a , 6 , e esprimano quantità effettive ò facile riconoscere che i 
9 elementi possono prendere 9 valori affatto indipendenti. 
2. Indichiamo con 

S'o I S'i » fft » 9u (*) 

To » Ti » Tj j Ttv > Tiv+i (* ^ 

le forme elementari di cui si compongono le espressioni più generali ammissibili 
per 9 e per ^ rispettivamente. Nel ciso di jjl = v la forma 7,^^, è naturalmente da 
escludersi. Operando sulle (1) con D^^z ^ ^"^1^ 0') ^^^ ^yz ^^ caviamo altre due 
serie di forme 

Dxiffo » Dxxffi . Dxifff» iDxxfftv (^) 

^yt Yo » '^yz Ti I ^yz Ti » » ^yz Ttv > *^yz Tlv+I (* ) 

mediante le quali si comporranno rispettivamente le espressioni di D^^ ? e di Dy^ ^. 
Essenziale per la nostra questione si è ora di stabilire quante sono le relazioni 
lineari che hanno luogo fra le 4v + 3 forme (2) e (2'), per poter sapere qual* è il 
numero di coeiHcienti di cui possiamo disporre nella composizione di 

I>x.9 + Dy,*. 

Noi dimostreremo che Ara le forme (2) e (2') non esiste che una sola relazione 
lineare, e ciò col sostituire ai sistemi (1) ed (!') altri sistemi equivalenti. Intanto 
notiamo che fra le sole forme (2), come pure fra le sole forme (2') non può aver 
luogo alcuna relazione lineare, poiché se fosse identicamente 

operando su tale identità col simbolo D^ e notando che per essere le g del grado 
I& + 1 in X e non contenenti z 

si otterrebbe 

ossia t^o = 1^1 ^ - * • = t^v = giacché fra le (1) non esistono relazioni lineari. Il 
medesimo vale pel sistema (2')* 



^ « 
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Indichiamo con (a^. by) , (a^ Cy) i determinanti a^ by - Oy b^^ ed a^^ Cy-OyC^.e 
consideriamo il seguente sistema di 2v + 1 forme : 

(3) l B, = (a,c,)a/-«6^^ , B,=(a,òyy-Va^Cy)a/-^6, , 

che si riducono a sole 2v + 1 nel caso di 4i. = v, giacché in tal caso T ultima di esse 
B^, contenendo v + 1 simboli a non avrebbe alcun senso. Operando su queste for- 
me con T^xyì^xy^i ... uc ricaviamo primieramente il sistema 



(4) I ^ 



xy ^ > "xy ^1 » *^xy A,j ....... , u^^ ^-i » Ay 

I^V"* ^* ' ^aCy^""* Bj , , Djpy By_, , By , 



che si compone di 2v + 1 forme del gratlo [jl + 1 nelle x e v nelle y , e che noi 
vogliamo sostituire al sistema (1). Operando una Yolta di più collo stesso simbolo 
D^ otteniamo invece un sistema di 2v + 2 forme 

( *lf • • -n^ * ' «y Aj , • . • , Ujpy Ay_| 9 D^y Ay 

* DgCy B| , Dgpy Bj , . . . , Djpj^ By^l f Djpy By 9 By^.| 

del grado pi nelle as e v + 1 nelle y, che noi vogliamo sostituire ad (!')• 

Prendendo dapprima a considerare le forme (4) dico che fra esse non ha luogo 
alcuna reiasione lineare, cioè che se si abbia identicamente 

fltoD;pyUo + a|D;^^-« A4 + . . . + apD^^-*Ap + . . . + av Av 

+ PiV"*^» + ••• + ?? V^*8p + -- + PvAv = 

dev essere a^ = a, = . . . = Oy = p, = . . . = Py = 0. Ammettiamo infatti come già di- 
mostrato che fl^j = a, = Pi = . . . = Op., = pp^, :* e facciamo vedere che dev'essere 
anche ap = pp = 0. A tale scopo operiamo sulla identità residua : 

ap Da^^-'P Ap + . . . 4- OTy Ay 
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con Dyx^'^* In tal modo si annulleranno identicamente le forme coi coefficienti con 
secutivi ad Sp e Pp poiché esse contengono le y fuori delle parentesi ad un grado 
inferiore a v — p. Così p. e. 

= (a« 6,r * . D^v.p D^v-o-i ( «^i..p.i 6^v.p- 1 e j = 

giacché r espressione D^^-P-M»/'^'* V'^^'c^.] contiene le y soltanto al grado 
V - p - 1 . Otteniamo quindi 

ossia poiché 



e similmente 



V"'*»«»*''Bp = *-Bp 



concludiaQio 

«pAp + ppBp = 0. 

Tale identità dovendo essere affatto generale, ossia non presupponendo alcuna 
condizione sulla natura della forma fondamentale aj^ 6y^ c^ deve valere anche quando 
le a« b, e in luogo di simboli sieno effettive quantità. Allora però ci é lecito ope- 
rare sull'identità col simbolo D^^ che distrugge Bp , giacché D^Ca^Cy) s {a^ct^) = 0, 
in modo che resta 

apD«iAp=:0. 
Ora 

non é evidentemente un\'espressione che si annulla identicamente qualunque siano 
i valori effettivi che si attribuiscono alle a , 6. Quindi «p = e per conseguenza 
anche Pp = come volevamo dimostrare. Con un ragionamento affatto identico si 
dimostrerebbe che fra le forme (4') non può del pari aver luogo alcuna relazione 
lineare. 
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Ora le forme (4) al pari delle (3) da cui si derivano colle operazioni D^ sono 
comprese nel tipo £ (ix^'oy^" &x^ V ^'a?^ S^ ' quindi poiché esse sono del grado |ji+ 1 
in X e V in y si esprimono linearmente in funzione delle (1). Abbiamo cosi nelle 
(4) 2v + 1 composti lineari delle 2v + 1 forme elementari So 1 9i » • • • • Ara i quali 
non ha luogo alcuna relazione lineare. Ne segue che reciprocamente le forme 
go 9 gi 9 ••• ^i esprimono linearmente in funzione delle (4). Per simil ragione an- 
che le Yo » Ti 9 '•* ®^ esprimono (tnear mente in funzione delle (4'). 

Da ciò segue immediatamente che le forme (2) si esprimono linearmente per 
mezzo delle 



(5) 



*^xz '^xy ^0 » *^aex ''xy ^i > • • • » ^xz ^xy ^-f > ^xz ^ 

*^XZ ^Xy Bj , . . . , Djpj Djpy By_| , D^B, By , 



e le (20 del pari linearmente per mezzo delle 



(SO 



^yx *^xy ^ y '^yz ^xy ^i » • • • > *^yz ^xy ^-i > *^yz ^xy ^ 

« 

"yi *^xy l>i » • • • I Dyx "xy By.| y Dy2 D^py By y U^g By^|» 

Poichò Ao non contiene che le x le due forme 

*^xz '^xy ^ » *^yz *^acy ^o 

non differiscono che di un fattore numerico, e precisamente ha luogo fra di esse 
la relaziono lineare 

D'altra parte, come ora dimostreremo è questa la sola relazione lineare che esiste 
fra le (5) e le (5'). Così resterà stabilito che fra le (2) e le (2') non ha luogo che 
una sola relazione lineare come si era asserito. 

3. Qualunque relazione lineare fra le (5) e (S') può scriversi : 



dove 1 coefficienti % , P'o , a'n+i sono nulli preventivamente. Operando dapprima su 
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tale identità col simbolo D,« ne deduciamo 



Ora 

Qui r espressione l>xy'^ l<^x^'^ f^se'''^ ^xì essendo ricavata per mezzo della opera- 
sione D^ da una forma contenente le sole x può figurarsi con HJ''^'^* My^'^, onde 
evidentemente 

Dy. D«v • M.'^"^'-' M/-P = (V - p + 1) (iJL-p + 1) M,MH-i M/-P 

opperò 

VD«f'-«^'Ap = (v-P+l)(|it-p + l).(o.6y)D^^-P[o„»^6.^-PcJ 

= (v-p + l)(|t-p+t)D^»-PAp 
e similmente 

Arriviamo cosi alla seguente identità : 

(6) (yt + 1) 2 j «p V^ A, + Pp D^v-p B^ j 

P-o ^ 

+ £(v-p + l)(|ii-p + l)jaVV"^^ + P'p.V^^Bpl==0- 
P-o 

Operando invece sulla stessa identità (a) col simbolo D^y viene 
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Le due identità (b) e (e) clie possono anche scriversi rispettìTameote 

2 1 (|i + 1) ttp + (V - p + 1) (ji - p + l)a', j D^^^-P Ap 

prro 
psO 

p«o p-0 

hanno luogo rispettivamente la prima fra le forme del sistema. (4), la seconda fra 
quelle del sistema (4') Poiché ora si è dimostnito che ciascuno di tali sistemi non 
contiene che forme linearmente indipendenti concludiamo ^'^^^ = 0, e qualunque sia 
il valore di p da fino a v : 

(liL+t)ap+(v-p+l)(|ii-p+l)a'p=0 , (:x+l)Pp+(v-p+l)(|Ji-p+l)?'p=0 

ap + (v + l)a'p = , Pp + (v + l)p'p = 0. 

Queste equazioni esigono che le ap , a'p , p^ , p p siano tutte nulle ad eccezione del 
caso in cui sia 



(|iL + 1) (V + 1) - (|iL - p + 1) (V - p + 1) = 0. 

Ha questo caso non si verifica evidentemente che per p = ; quindi la supposta 
identità (a) altro non è che 

Abbiamo cosi dimostrato ciò che volevamo. Ma la natura della dimostrazione 
ci insegna inoltre qualche cosa di più. Dalla identità (a) noi abbiamo infatti rica- 
vato le (6) e (e) per mezzo delle operazioni D^ e D,y. Polche ora queste opera- 
zioni distruggono tutte le forme del tipo (a^. h^ e,) o/' q^" b^' h^\ è chiaro che, 
se in luogo di supporre il primo membro della identità (a) eguagliato a zero lo 
supponiamo eguagliato a 
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e procediamo su tale identità nel modo stesso di pocanzi, giungeremo ancora allo 
stesse conclusioni circa i coefficienti a , a' , ^ , ^'. Quante alle v forme 

del tipo ora citato è evidente che sono fra loro indipendenti : quindi possiamo com- 
pendiare i nostri risultati come segue : 

/( sislema complessivo delle forme (6), (5) e (5'), da cui si deve escludere 
Vunica forma D^^ D^p^^"^* A© , non conliene che forme linearmenle indipendenti. Il 
numero di tali forme è dolo da 

v + (2v+ 1)-i-(2v+ !) =5v + 2 per |i > v 
e da 

v + (2v + l) + 2v =5v + l per pl = v. 

Ora se noi cerchiamo quaFè il numero delle forme elementari del grado (i 
in X, V in j/ ed 1 in jz, in altri termini qual'è il numero delle forme distinte che 
si ricavano dalla forma fondamentale aj^ by"* c^ = a^a^...byby*,. c^ col permutare 
in tutti i modi possibili le lettere x ,t/ , 2 troviamo che questo numero è dato ap- 
punto da 5v -f 2 per jx > v e da 5v + 1 per {ii = v. Infatti di forme 

con e, ne esistono v + 1 , 

con 62 c^ ne esistono v , 

con a^Cy ne esistono v , 

con b^Cy ne esistono v , 

con a^ c^ ne esistono v + i quando |ji > v e v quando |i = v. Concludiamo che non 
solamente le (6). (S) e (S') si compongono linearmente per mezzo di queste forme 
elementari, ma che reciprocamente ogni forma elementare del grado [jl in x, v 
in y ed 1 in z si esprime linearmente per mezzo delle (6), (S), (5% 0, ciò che è 
lo stesso^ per mezzo delle (6), (2) e (2'). 
Cosi l'identità: 

a/6y^c, = D,,9 + Dy,4.4-2(a,òyC,)a/a/6/6/ 
non solo deve ammettersi per la forma fondamentale ma anche per le altre forme 
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elenientari dello stesso grado in os , 1/ , z « come del resto si poteva prevedere col 
riflettere che queste ultime sono covarianti della prima. 

4. Prendendo per esempio come forma fondamentale a^^ b^ Cj abbiamo il si 
stema delle 11 forme elementari : 

S*^»*^« » ^/^«^z^x > OjB*6y6,Cy , Ojpa^ 6y*Ca. , ay a^h^Cy 
che equivale linearmente al sistema delle 11 forme 

'^xz *^xy "'\ > l'apz ^ • l'yz ''xy ^l » l^yz i^a?y ^« 
I^xj^xy^i » D«z^2 » Dy, Dajy*B| , Dy, DajyB, 

(a, 6y c^) Oaj 6y ' , (a^. 6y e,) tty 6^ 



dove: 



Bi = (a* 0^)0,6,» , B, =(aa.6y)(Oa,Cy)6aj. 



IL 



1. L'identità ora dimostrata 



valendo in particolare per valori effettivi quali si vogliano delle a , 6 , e, possiamo 
operare sopra di essa coi simboli 

che introducono nuove serie di coefficienti indipendenti gli uni dagli altri 

rt' n! n! ' • fl (W a <W a (»*) * W h' W ' • h (^) ò C^) fcJ^>. 
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Otteniamo cosi a meno di un coefficiente numerico : 

+ 2 (a/) 6/) c,)aj^) ... a/) bj^) ... 6/') 

= »«?' + Dyz *' + S (a.^*) 6/) O a,(^) . . . a/) 6/) ... ò/') (1) 

dove ora ?' , <p' sono aggregati di elementi tutti distinti 

ttq5jflyittx>^yj*"»^«>^y>^ jB>0 y, ... ,Cjg, Cy . 

Partendo da questa formola induciamo lo sviluppo della forma che nasce dal 
moltiplicare fra loro un numero qualunque di elementi distinti dei tre tipi a^,by,C2» 
nel modo seguente: 

a'« a\ ... a^W 6' 6" ... 6/) e*, c\ ... c^O 



= Dj9o + Dj-*Dy,(p'o + ... + D«D,,'-»9o^'-«) + Dy/9 



^(0 



+ 2;|(a,5yC,)[Dj-*9, + Dj-«Dy,9', + ... + D^,'-«9,('-«)]| (2) 



+ S I n(a,6yC,).[Dj-P<p^4-D.,H>-i 0^,9^+ •• + V"^?/"^^l » 



+ Sl^((V^^c^•?lt• 



Nel termine generale del secondo membro n (a^ by c^) indica un prodotto di p 

p 

determinanti del tipo (a^ by c^) formati con 3p simboli distinti scelti comunque fra 
gli 771 + n + ( simboli a , b , e ; le <pp poi sono aggregati di elementi a^. , b^ , c^ , 
fly»by,Cy contenenti le sole x ed i/ ed i simboli che non figurano in lì{a^byC^)y 

cosicché è alla diversa scelta possibile di questi ultimi che si riferisce il segno 
sommatorio £. 
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F5:*vf 



jV 



•%. 



Supponiamo infatti tale sviluppo già dimostrato per un dato numero l e fac- 
ciamo vedere che esso è legittimo anche per il numero successivo ( + 1. Con ciò 
tutto sarà dimostrato, giacché per 2 = 1 lo sviluppo (2) ricade nello sviluppo (I). 
Moltiplicando entrambi i membri della (e) per un nuovo elemento lineare c^^^*) viene 

o', . . . o,W 6', . . . 6/) C, , . . . , e/*) e,***') 
+ S { (a« 6, e,) [ D J-« ♦, + ... + D,,'-« 4.,('-«)] i 



dove in generale 

Ora la forma ^p^^ è del tipo di quelle di cui si dà lo sviluppo mediante la for- 
mola (1), giacché essa non contiene le z che al primo grado nel mentre che le 
x,j/ sono congiunte a simboli tutti distinti fra loro a^...,a^'*^6^.••,6^*^c',...,c^'^ 
Quindi possiamo scrivere 

Sostituendo ciò nel secondo membro della (3) e raccogliendo sotto uno stesso se- 
gno 2 i termini che contengono uno stesso numero di determinanti del tipo (aJbyC^ 
esso prende una forma affatto simile a quella del secondo membro della (3), per- 
chè le X sono assolutamente della stessa natura delle f , soltanto contengono un 
simbolo di più c'"^*. La (2) resta cosi dimostrata. 
Adesso non abbiamo che a porre nella (2) : 

a' = o" = . . . = a^*^ ss a 
6' = 6"= . . . =6W =6 
e' = e" = . . . = c^*) = e ; 



con ciò ai prodotti U(n^b^cj 5/>Ui?ntraiìo «rr.^lld f-y.eroe ^''^^\^^^ - cosicché i 
segni £ direngono inutili, e si ha semplicecieate : 



+ (a.6,c^f i D^»-» r^ + - - - - Dp.*-' r^ ^ . 



il che può anche scrÌTersi : 

+ {xyzy ; Dj-<^ ♦p + . . . + D^*-* */'^ ; 0) 

+ 

posto cioè: 

e. d. d. 

2. la Tirtù del teorema che ogni forma tlemenlare 

^J^ S^" <" ^*^ V V ^/ ^^" «,^"' 
in cui 

si fmd ricavare per mezzo delle operazioni 
doUa forma fondameniale 
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indicando con Ap(^ un certo aggregato 1 k • D^ . . . D^^ • • • Dzy di tali operazioni 
potremo porre 



(p^(<0 = A/^).o,"-P6/-Pc,'-P 



e quindi 



* («) = A J*) j (a 6 cV o.*-P 6 •-? cJ-P \ 



Quindi anche fatta astrazione da un coefliciente numerico che d* altronde può com- 
penetrarsi in A^t«) 

*^(<') = A^(^ . uP . a," 6/ cj = A/> • uP , ^ 
giacché r operazione n defluita del determinante 






d 






cambia aj^by^c^ in [JLv-X(a6c)Oa.****6y^"* e/"*. Cosi la formola (4) si può com- 
pendiare nella seguente : 

i-P i 
f=}j y,'(xyz)P D,/ D J-P-« Ap^«) iiP r. 

Poiché 7" è del firado / nelle z e le due operazioni D^/ , D^p/"?"^ e la moltiplica- 
zione per {xyz)^ introducono già le z al grado /, la formola stessa ci dice che 
Af^^ uP /■ non può contenere le z. 



•••••«•••« ■•••<•■•— 
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SUL MOTO DI UN PUNTO ATTRATTO DA DUE CENTRI FISSI 

COLLA LEGGE DI NEWTON 



P8B 



GIACINTO MORERA 



Preliminari 



S. 1. 



Il problema del moto di un punto attratto da due centri fissi agenti secondo 
la legge di Newton è uno dei più cospicui della meccanica razionale. Esso fu trat- 
tato da parecchi geometri celebri, da Eulero (*) , da Lagrange (**) , da Le- 
gendre (*•*), da Liouville (*♦••) e da lacobi (••*••). 

Eulero pel primo riuscì a ridurre T integrazione delle equazioni dilTerenziali 
del moto alle quadrature. Il procedimento di Eulero è soverchiamente artificioso, 
percui oggidì non è il preferito; però la forma data da Eulero alle equazioni in- 
tegrali riesce utile, quando si mira a presentare queste equazioni colle forme ca- 
noniche degli integrali ellittici. 

Lagrange si occupò a lungo del presente problema in due memorie inserite 
nel tomo lY della Miscellanea Taurinensia. Si deve a Lagrange: un metodo di 
integrazione più semplice di quello di Eulero; la soluzione delle principali diffi- 
coltà analitiche, che si presentano in alcuni casi particolari e specialmente nel caso 
in cui svanisce Tattrazione di uno dei centri; la dimostrazione analitica del celebre 



(*) Mémoires de l'Àcadémie de Berlin an, 1760. Nouveaux Commentaires de Petersbourg 
T. X et XI. 

(**) Miscellanea Taurinensia T. IV. Mécanique analylique T. II. 

(**•) Traile des fonetions ellipliques T. 1. 

{****) Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. Liouville, an. 1846. Sur 
quelques cas parliculiers où les équaiions du mouvemenl d*unpoint matériel peuvent sHntégrer, 

(•**••) Vorlesungen Uber Dinamik, herausgegeben von A. Clebsch. 
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teorema dì Lambert, ottenuta considerando il moto dei pianeti come caso parti- 
colare del moto di un punto attratto da due centri ; la condizione afTinchè la tra- 
iettoria divenga una conica avente per fuochi i centri attraenti ; infine una genera- 
lizzazione del problema, cioè lo studio del moto di un punto attratto da due centri 
colla legge di Newton e da un terzo centro collocato sul mezzo della congiun- 
gente i due primi ed agente in ragione diretta della semplice distanza. 

Legendre discusse ampiamente il problema partendo dalle equazioni trovate 
da Eulero e servendosi della teoria degli integrali ellittici da lui fondata. Si deve 
a Legendre il seguente teorema importantissimo : 

a Sia A ti vertice di una ellisse di cui F e 6 sono i due fuochi ; sia T la 
velocità in A necessaria affinchè questa ellisse sia descntla in virlit, della forza 
situala al fuoco F; sta similmente Y" la velocità in A necessaria affinchè V ellisse 
sia descritta in virlii della forza collocata aWallro fuoco 6; se queste due forze 
agiscono insieme sul mobile e se la sua velocità iniziale sia tale, che si abbia 
V* = V* 4- V"* , esso descriverà ancora la stessa ellisse ». 

Come è noto questo teorema fu in seguito generalizzato dal signor Ossian 
Bonnet (*). 

Liouville partendo dalle equazioni differenziali del moto nella forma canonica 
data da Lagrange e servendosi delle coordinate curvilinee ortogonali, fece vedere 
come queste equazioni si possono immediatamente integrare, purché la funzione delle 
forze soddisfi ad una certa condizione di integrabilità. II metodo di integrazione 
proposto da Liouville riesce assai semplice e spedito nel problema del moto di 
un punto attratto da due centri (**). 

Nelle lezioni sulla dinamica di Jacobi il problema in discorso è risoluto come 
saggio di applicazione del teorema della funzione caratteristica e delle coordinate 
ellittiche; però tanto in quest'opera come nella memoria di Liouville lo studio 
del problema è limitato al procedimento di integrazione. 

Non ostante l'importanza e Festensione dei lavori di Eulero, Lagrange e 
Legendre la questione è ben lungi dall'essere esaurita: Eulero e Lagrange 
non si sono arrestati a discutere casi particolari; Legendre invece ha discusso 
diffusamente il caso della traiettoria limitata, ma essendosi servito delle equazioni 
di Eulero, la sua trattazione non è sempre riuscita di tutta la semplicità possi- 
bile e desiderabile. 

Dirò ora qualche parola di quanto ho fatto, o meglio tentato di fare, in questo 
breve lavoro. Anzitutto debbo avvertire che ho limitato il mio studio al caso della 
traiettoria piana; pel quale seguendo i metodi di Jacobi ho stabilite le equazioni 



(*) Mécanique analytique pubblicata dal sig. Bertrand, nota IV. 

(**) Un riassunto del lavoro di Liouville, come pure alcuni altri cenni relativi 
al problema del moto di un punto attratto da due centri, si trovano nell'opera Wieille. 
Cours complémcntaire d^analyn et de Mécanique, 
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integrali del moto nelle due forme dovute a Lagrange e ad Eulero. Ho esami- 
nato il caso in cui svanisce l'attrazione di uno dei centri; allora combinando le 
equazioni dedotte dal problema generale coli' equazione che esprime il teorema 
delle aree, sono stato condotto in modo molto semplice al teorema Euleriano sul- 
Taddizione degli integrali ellittici. Il caso in cui svaniscono le a'trazioni di entrambi 
i centri mi ha permesso di ritrovare per una via assai facile e sotto un'altra forma 
il teorema dell'addizione predetto. 

Ho in seguito esaminato il caso in cui la traiettoria si riduce ad una conica 
avente i fuochi nei centri attraenti. Partendo dalla condizione stabilita da Lagrange 
aflinchè la traiettoria divenga una conica avente per fuochi i centri attraenti , ho 
esaminato i casi di moto oscillatorio, che si possono presentare ed ho stabilito per 
questi un teorema, che non credo privo di qualche interesse. 

Un'ultima parte del lavoro Tho destinata ad alcuni cenni sullo studio in gc- 
nerale della traiettoria e mi sembra che, dal punto di vista della semplicità, la via 
in cui mi sono messo,- sia preferibile a quella seguita dal Legendre. 

Premetterò alcune relazioni geometriche, che mi occorrono in seguito. 

Le coordinate. 

§. n. 

n successo dei metodi conosciuti di integrazione nel nostro problema è dovuto 
air impiego delle coordinate ellittiche, ossia all'impiego di parametri di coniche 
omofocali, di cui i centri attraenti sono i fuochi. In questo problema il sistema più 
conveniente di coordinate ellittiche è quello in cui si assumono per parametri delle 
coniche i loro assi focali: in vero con tal scelta di variabili (dovuta a Lagrange), 
oltre al vantaggio di una notevole semplicità e simmetria nelle equazioni, se ne ot- 
tiene un altro pure importantissimOi quello cioè deir immediato significato geome 
trico delle coordinate. 

Siene H, ed M2 i due centri attraenti ed il punto di mezzo della loro con- 
giungente. Immaginiamo condotti per due assi ortogonali X e T, il \? diretto 
secondo MiM^ e l'altro perpendicolare, e supporremo che Mi sia dalla parte delle 
X negative. Consideriamo un punto M(x , y), il quale disti di r, e r^ rispettiva- 
mente dai due centri M, e M, e pel quale siano O4 e \ le inclinazioni dei raggi 
vettori i\ e r^ sulFasse delle x. La posizione di H nel piano è determinata cono- 
scendo Tellisse e 1* iperbole di fuochi M, ed H^, che si tagliano in H; perciò po- 
tremo assumere per coordinate di M gli assi focali di queste coniche. Dicendo ri- 
spettivamente G e S gli assi focali di queste coniche, ossia ponendo 



o^T^-^-r^ , 8 = r, - r. 



i > 
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sarà 



_ + 8 _ ^"" ' 



Chiamando a il segmento M, M2, tra le coordinate x , 1/ e le a , si avranno 
le due relazioni 

dalle quali si hanno le formolo di trasformazione 



o5 . 1 



e derivando rispetto ad una variabile qualunque f, da cui dipendono x , 1/ , e 6, 
avremo 



ove 



K 


-S* 


a* 


-a* 


ò' = 





dx Su' + ci' dy_ . 1 r -->>/ «*- 8* M'v/^ZZl 



, da 



Detto ds il differenziale di un arco di carva sarà 



Sii"-— d?^—- 4l5?3o««*+^nr8»* ;• ^*) 



Si ottengono pure facilmente le relazioni seguenti 



* c(o + 6) ' • (o + 8)V{o*-o»)(a*-6*)' 



0+8 






(B) 



delle quali l'ultima ci dà la derivata rispetto a ( del doppio dell'area descritta dal 
raggio vettore r,. 
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É utile introdurre I* angolo I sotto cui una linea data taglia una qualunque delle 
ellissi aventi per fuochi M, e Hj. 

Sulla linea data si considerino due punti infinitamente vicini (o,S),(o-|-do,3f(io); 
si dica ds, Tarco elementare della ellisse a intercetto tra le due iperboli S e S^dò 
e similmente si dica dSi l'arco elementare della iperbole 8 compreso tra le due el- 
lissi e + do. La formola (A) ci dà immediatamente 

1 0* - 6* ^ 1 0* - 6* 

« 4 a* — 6* * 4 0* - tt* 

e misurando 1* angolo I in guisa che risulti acuto quando da e dS sono positivi, 
avremo 



. ^ dSf ./a* -8* do ,^. 



Se la linea data attraversa Tasse X in un punto (a , 8) , intermedio ai punti 
M, M, , l'angolo I che si riferisce a questo punto si deve misurare a partire dal- 
Tasse delle x; se invece lo attraversa in un punto esterno (o, ^a), T angolo I vuol 
essere misurato a partire dalla perpendicolare alTasse X. 

Equazioni del moto. 
§. III. 

Siene Hi , M, le azioni esercitate alT unità di distanza sulT unità di massa dai 
centri M, , H^. La funzione delle forze per T unità di massa sarà 

^~ r, ^ r, ■"o + 8"^a-8' 
e quindi in virtù della (A) potremo scrivere tosto Y equazione delle forze vive : 

^"-^^Vc-rr^ 8rr^;-^T8"*'c^=^8 + ''' W 

ove T designa la forza viva ed h è una costante arbitraria. 

Introduciamo il sistema bipartito di variabili canoniche Ilamiltoniane 

e 8 ; 0| e 8t 9 
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essendo 



L'equazione delle forze vive in termini di queste nuove variabili diviene 

I 

.. o'-g' .,81-0» M, . M, .1. 

Ponendo ]Ii + M( = |a e M, — Mt'=v, l'equazione alle derivate parziali, che de- 
finisce la funzione caratteristica Y, si può scrivere : 

(U)*(<'* - o*) - (i fto» + |xc + p) - [(||)*(8» - a«) - (I h8« + v8 + p)] = , (D) 
sotto la qual forma si presenta spontaneamente il seguente integrale : 



u/^/w* + !«' + ? f\ l\ A8* + v6 + 



-d8, 



che è un integrale completo, perchè contiene una costante arbitraria non aggiunta p. 
Mediante questo integrale completo sì possono scrivere immediatamente tutte 
le equazioni integrali del moto; cioè 



P' = / ^' _/___4L= 

■' ± VCo» - o»)(&o» + IJLO + p) ■' ± >/ (ò* - o«)(&5« + v8 + f ) 



(") 



L<K-^i)^l ^'^^ ,/— ^^'^^ (.) (Ili) 

1 0* - ò* /Aio» + (jio + p 



ove si è fatto fc = ^ h e P' , h' designano due nuove costanti arbitrarie. 



(*) Si osservi che fi* — a* è sempre negativo e per conseguenza dovrà sempre essere 

»8* + v8 + p < 0. 
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Le due ultime equaiioni si possono mettere sotto le forme seguenti : 



o' = ± -ri-^ V(<»» - a*) (fco» + |w + p) (IV) 

fl* — ft* 



6' = ± -^, n/(8» - a*) {kò* + v6 + p) 



(V) 



In tutte le equazioni (II), (III), (FV) e (V) il radicale V((o»-fl*)(fc<J* + i»o+P) 
va preso o col segno superiore oppure coli' inferiore ; lo stesso dicasi del radi- 
cale in 8. 

Neil' equazione (C) sostituendo a ^ •' rapporto — delle (IV) e (V) si ha: 



tgl 



- I v/ ^q' + t^o + g fvn 



dalla quale si ha facilmente 



p = - (fco* 4- v^a) cos* I - (fc6» + v8) sen* I. (VI) 

Questa nuova forma dell* equazione della traiettoria è dovuta al sig. Li ou vi He 
(mem. cit,); avremo in seguito occasione di apprezzarne T utilità. 

I segni dei radicali si determinano tostochè si conoscano le condizioni iniziali 
del moto. 

Riguardo alla misura dell' angolo I si può adottare la seguente convenzione : 
nel punto H in cui il mobile attraversa T ellisse, alla quale si riferisce T angolo I, 
si conduca la tangente a questa ellisse, prolungandola pel verso in cui essa fa an- 
golo acuto coirasse delle x e si assuma per I V angolo fatto da questa direzione 
con quella della velocità in H, prendendo quest'angolo positivo ovvero negativo, 
secondochè la velocità in M è diretta dall* interno verso 1* esterno della ellisse o vi- 
ceversa. Per tale convenzione e' e S' saranno rispettivamente del segno di seni e 
di cosi. 
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Equazioni di Eulero 
§. IV. 

II teorema della funzione caratteristica permette di ottenere abbastanza facil- 
mente le equazioni integrali del moto, quali furono date da Eulero. 

A questo scopo faremo noi cambiamento di variabili neirequazione alle deri- 
vate parziali (D). Posto con Eulero 

tg 9 0, 4 4 

f- = P^ tg|0,tg|0, = g^ 



tgs». 



8i ottiene facilmente 



seno. = ^ ^ ; ^ , cos 0, = ^ — ^ , sen 0, = , ^^ , , cosO, = ^ — ^ , 



dalle quali, in virtù delle relazioni seguenti : 

_ senO^ _ senO, 

^* ~ ^ sen (6, - e.) ^* "■ ^ sen (8, - 6,) ' 

si hanno queste altre relazioni 

Dalle precedenti equazioni si ha: 
dp ^ (ì-p^y dq__ (i+q^y ,^ 4aV gì^a»=--*^ 

e facendo uso delle formolo 

av^ay dp ^_?v dq 

da'^Fp da ' aa dq dò' 

si trasforma la (D) nella seguente 
/avwi-pV /^V\V1+9*V *+P* ..*-9' '*a*r/i+P*V P"'^*^*! 
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Aggiungendo e togliendo al 2° membro di questa equazione una quantità ar- 
bitraria ^, si presenta spontaneamente il seguente integrale completo 



^ = ±/(I^^^^±/(T^.^^«' 



ove per brevità si è fatto 

2aP = a|i(t - p») + -y (1 + p»)* + P(l - p*)* 

ha* 

2aQ = - av(t- g*)- ^ (! - q*)« - P(l + 9»)*. 

Dalla precedente espressione di Y colla differenziazione si ottengono i due in- 
tegrali seguenti : 






*■*' ^/ 2(1 -PO* ^2aP h{^+q*)* V2HQ 



Osservando che 



(1 + p*)« = (l - p»)« + 4p* , (i - q*)« = (1 + <?*)« - 4g» , V 
la 2* delle precedenti equazioni in virtù della prima si può scrivere 

( + /.'- 1- o« = ± a V27 [/_^!ÌP-_ ±/_?!^] , 
2 LJ (1 _ p»), ^p ^ J (1 ^ ^«)« ^Q J 

Finalmente i due integrali trovati si possono mettere sotto le forme seguenti 

} (E) 

^ + cost = ± f-P!^-= ± f _?!^3-= 



e ponendo 



)(«)( 






sarà 



Le equazioni (E) sono quelle trovate da Eulero; da esse si deducono facil- 

dp do 
mente le espressioni di ~- , -^. Queste equazioni hanno il pregio di contenere 

solo le potenze pari delle variabili, il che permette in ogni particolare problema 
di ridurre con facilità gli integrali ellittici, che essi contengono, alle forme cano- 
niche. Però osserveremo che la struttura di queste equazioni è meno semplice e 
meno simmetrica di quella delle equazioni (II) e (III) e che inoltre le variabili p 
e q non hanno un'interpretazione geometrica immediata come le o e S; perciò 
nella discussione della traiettoria le (II) e (IH) sono generalmente preferibili. 

Si osservi che la p può variare da -1 a +1, mentre la o varia da oo ad a 
ad oo ; la Q può variare da — oo a + oo , mentre la 8 varia da + a a — a. Uno 
studio dettagliato di queste coordinate p e 9 si trova nel Lcgendre (op. cit.)- 

Caso in oui svanisce 1* attrazione di un oentro. 

5. V. 

Se nelle equazioni (II), (III). (IV), (V) si suppone M, =0, ossia |x = v, le 
espressioni sotto i radicali divengono perfettamente simili. 
Posto per brevità 

2 = (o« - a^){ko^ + |io + p) e A = (6* - a»)(fc6« + jJiS 4- p) , 

le equazioni predette divengono 
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Airequazione (Ili) si può sostituire quest'altra, che si ottiene sottraendo da 
(IIF) la (II') moltiplicata per a' ; 

i + h" = ± /v/ ; fr^'^a d<' ± Mm'^^' q d8 . (HI") 

Le equazioni precedenti devono rappresentare le leggi conosciute del moto di 
un punto attratto colla legge di Newton da un centro fisso e queste leggi si po- 
trebbero effettivamente dedurre anche dalle nostre equazioni ricorrendo alle pro- 
prietà fondamentali delle trascendenti ellittiche. Noi perù seguiremo la via inversa: 
cioè dalla conoscenza delle leggi del moto dedurremo due teoremi sugli integrali 
ellittici. 

Ricorreremo al teorema delle aree. Designando con e il valore costante del 
doppio delFarea descritta neir unità di tempo dal raggio vettore r^ , in virtù della 
(B) sarà • 



4 ■- ^a^-a* v£i«_^tJ 



Sostituendo in questa equazione i valori di ?' e S' dati dalle equaiioni (IV) 
e (V) si ha 



e (<T-.8) = ± V(a*-o*)(foH:/^+P) T V(o*-a«)(ifcS«+j;8+p) ; (VII) 

equazione molto importante, chò rappresenta sotto forma algebrica Y integrale ge- 
nerale dell'equazione differenziale 

-^ = ± -^ (F). 

VS VA 

L'equazione (VII) si riduce facilmente alla classica forma data daLagrange 
al teorema d'Eulero sull'addizione degli integrali ellittici. Elevando la (YII) a qua 
drato ed aggiungendovi l'identità 

2+A=K^»-f8»)+ii.(a»-f6«)4-p(a*+8«)-tt*ifc(a*+5«)-aV(<'+8)-2pa«, 

si ottiene 

»•('» - 8)« -f 2 + A ± 2 ^/^ Va = (cr - 8)» [fc(^ + 8)« + |i((t-|-8) J , 
da cui 

V 2" ± V^ = (a - 8) y/kin + o)« 4- |Jl(« + 8) - »*. (VII') 



)(«X 

Questa è appunto la forma data da Lag rango (*) ali* integrale algebrico del- 
r equazione differenziale (F). 
L'equazione delle aree 



' 3* — a* » o* — S* <» + 



S 



associata a quella delle forze vive 



a'« 6'* 16n 8/t 

i»-o«'^o*-6* (» + 5) (o* - 8') 0* - ^* 



determina per s' e 8' i valori seguenti : 

ove 

Dicendo W una nuova espressione della funzione caratteristica, avremo in virtù 
dei precedenti valori di a' e 6' 

dW la» -5*, 1 r« 4/a*-5* /s-1 

d'I 4 «* — a» <j 4- L » a* — o* -■ 



1- - ^' =4 ii^^t *-"" ,T8 L ' V^TTF^ ^**J 



e quindi 



■'(<» + 8) v(9* - a*)(o» - 8») ^ 7+S 



(9 + 8). 



(*) Uiscellanea Taurinensia T. IV. i Sur l'integration de quelquts éq*uitions diffiren- 
tietles <fon< Us indélerminé«i lotU séparées , mais dont chaque mmibre en parlieulier n'est 
poinl iniégrabU. 



J 



Xt6X 

OjiserTando che 



V(a*-5»)(,«-a«) = o(« + 8)\/l-[^^J 

e che 

•j6 + a* 



(a»-8*;dj+(a«-8*)d8=(^8+a«)d(^f5)-(^d5+8d'i)(^+8)=-a(T+5)*d 



a(<j + 8) ' 
avremo 

W = » aro cos ^ ± / ; J . (G) 

A questa espressione di W avremmo potuto pervenire direttameute calcolando W 
in coordinate polari fi , 0, e poi trasformando F espressione in 9 e 8 colle relazioni 

A «8 + a* T 4- 8 



tempo t ; perciò basterà differenziare rispetto ad A, ricordando che k = -xh; avremo 



Per mezzo di W possiamo immediatamente formare l'equazione che determina il 

I 
2 

■0-1-d 



fo-^g pdp 



ove &'" designa una costante arbitraria. 

Paragonando questa equazione con (IH') ovvero con (Iir')» abbiamo 

^i VS •'VA "^J Vfcp* + |ip-»« 

oppure 

^•^ ^fcat-epia + p "^^ ^fc8*H-|i6 + p -^^ V^p« + jjip-»« 

Riguardo ai segni, osserveremo che negli integrali in ^^ , 8 , p si devono pren- 
dere gli inferiori ovvero i superiori, secondochè si ha rispettivamente <y'<0 , d'<0, 
a' + «' < oppure <t' > , «' > , '5' + «' > 0. 
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Le equazioni (YIII) e (Ylir) non possono essere altro che nuore forme del- 
r equazione della traiettoria, cosicché le costanti k' e k", al pari delia P' nella (IF), 
saranno funzioni della sola 8. 

L'integrale in p ò sempre esprimibile cogli archi di cerchio ovvero coi loga- 
ritmi e con funzioni algebriche ; e perciò le (Vili) e (Vili') ci danno due teoremi 
sulle proprietà additive degli integrali ellittici. 

I teoremi contenuti nelle equazioni (VII) e (Vili) e quelli delle equazioni (VII') 
e (Vlir)} che ne sono una immediata conseguenza, restano stabiliti per la via da 
noi seguita senza alcuna delle restrizioni comportate dal problema dinamico : im- 
perocché risultano da confronti di equazioni, che devono coincidere identicamente (*). 



(*) L'espressione di W data dalla (0) si può scrivere 



W = »«. ± /dr, V^ + 2A - ?^ 
j Ti r, 



dalla quale differenziando rispetto a si ha 



dL l_Ji 

r r 8* 

^ = ^ ± / * = ^1 ± are sen * 






che si può mettere sotto la nota forma 



«« 



'-.= ' . .1. (H). 



J. W*k 



i±VH--^^C08(«-«J 



essendo 0, un arco arbitrario. 

La riduzione dell'equazione (VII) a questa forma dù luogo a trasformazioni alge- 
briche complicate e che perciò omettiamo ; però nel caso in cui l'asse delle x è Tasse 
della conica si hanno dei risultati algebrici abbastanza notevoli. Se il mobile viene lan- 
ciato con velocità V, perpendicolare alPasse delle x, da una posizione dell* asse stesso 
collocata fuori del segmento M| M^ e dalla parte di M^ , a distanza e e h rispettiva- 
mente da M, e Mji y dairequazlone delle forze vìve si ha . 



-ar-h:-. 
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Caeo in cui svanUoono le attrazioni dei due centri 

§ VI. 

É notevole che anche quando sono nulle le azioni dei due centri , cioè 
pi = V = 0, le equazioni (IF) e (IH'; contengono le trascendenti ellittiche. In questo 

caso dair equazione delle forze vive si ha: k=(-j . Detta co T inclinazione della 

velocità sulla normale alla ellisse corrispondente ad una posizione qualunque (0,2) 



prendendo nell* equazione (H) il radicale con 8egno positivo e sostituendovi il precedente 
valore di A, avremo 

VV 

* + (— -Ì)C08«, 

V«c 

TrasFormando questa equazione in termini di (t e d e risolvendola rispetto a — si ha 

facilmente 

V«c ^ (5^a)(^- g) 

Per le stesse circostante iniziali dalla (VI) si ha 

/J = -[ft(l» + c)»-(»(H-c)] 
e la (VII) diviene 



Vc(o - «) = \/(a» - «*)(<! ~b-e)[(~-^^y<,-b-e) + y] + 

m 

+ \/(o« - ,»)(« - 6 - e) [(1* _ ii) (8 - 6 _ e) + ,.] . 

in cui si deve ritenere che c--b='a. Questa equazione deve essere una conseguenza 

della (H'). 

Nel caso del moto pafabolico essendo k^^O^ l* equazione delle forze vive ci dà 

2fi 
V*=: — le due equazioni precedenti, si possono mettere facilmente sotto le due forme 
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del mobile e detto a il valore di u) polla posizione (b + e , a), in cui il mobile «nt- 
traversa l'asse dei centri, posizione ohe supponiamo esterna ad M, M^ e dalla parte 
di H, , in virtù della (VI) sarà 

p = - »[ (6+c)* sen* a + (e - 6)« cos* a] = - fc (6* + e» - 26c cos ^a) 

Se nella (VI) facciamo f^ = r^-^r^ J = fj - r, e sostituiamo il precedente valore 
per p, avremo 

fi* + r,* - ?r, r, cos 2w = 6* + e* - 26c cos 2a 

relazione che dà luogo al seguente teorema di geometria, a Sopra una reUa data 
si prenda un punto arbitrario e lo si congiunga con due punti fissi comunque 
sceUi in un piano passante per la retta e si costruisca un triangolo di cui due 



seguenti : 



(<'+a)(5+a)=4ac (<j-8) V^c = V(a«-8^;(a-6-c) + >/(a«-c»)(«-6-c) 
e posto a + a = x , d + a=^y, prendono le due forme più concise 

(H") a:y = 4 ac , (jc-y) \/2c = ^y{y-2a)(2c-x) + ylx{x-2a){2c-y). 

Si può facilmente verificare Tesattezza dei nostri calcoli, pel caso in cui M^ è sulla 
traiettoria. Infatti allora c = aeò = 0ela2* equazione si può scrivere 

"^pll^ = >/(, - 2a) (2a - y) 
^x - 'Jy 

ossia : 



(Va? - Vy) V2« = V(a? -2a)(2a-y) ; 

elevando a quadrato e riducondo si ha 

xy — 4a >/« V^ -H 4a* = 
oppure 

(Nrflf'>/T-2a)* = 
e finalmente 

xy = 4a» , 

la quale coincide colla (H"). in cui siasi fatto e = a. 
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/^" 
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laii sono queste congiungenti e di cui l'angolo compreso è il doppio di quello 
fallo dalla velia dala colla bisellrice dell angolo delle due congiungf^nli ; ti terzo 
lato di qu(*slo triangolo é costante, cioè indipendente dalla posizione del punto 
tuìigo la rclla ». Questo teorema si può dimostrare senza difficoltà direttamente. 
Detto z il valore costante del 3° lato del triangolo definito nel precedente teo- 
rema, sarà 

e perciò le equazioni (II') e (IH') si potranno scrivere 



(fc) 



J \/(5« - a*) (7« - 6») / V(ò* - a*) («* - €*) 

^vi.i^j — ':± — -.[-- — ^^g . 

' N/(a« - a*) (^» - e*) ^ V(8* - a*) (3* - e») 

equazioni che suppongono o' > e 5' < , ossia « < «• 

Se si suppone ^ = ^ si ha r, + rjt = £, ossia e ò il grandmasse della ellisse di 

fuochi M, , Ht , che tocca la retta percorsa dal mobile. 

Osservando che Yi è il segmento della retta percorsa dal mobile , compreso 
tra un punto fisso ed il punto mobile, e convenendo di contare t dall'istante del 
passaggio sull'asse X, avremo 



\t 



= V(x-c4-|y + y» ; 



sostituendo ì valori ài x e y in <s e ^ trovati al § li, sarà 



V=\/S-c.f)V "'-y-"> 



od ancora 



"Zyi = V('' ' - Q')(Q* - ^*) _ qg-2ac + o» 
a sen a ~ a cos a 



poiché 



tga= ^ 



a 

X - C + Ti 
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L* equazione del tempo ci dà adunque 



''fr+cV(<'*-a«)(a*-e«) ' • >/(«* - a*) (5« - e*) «sena 



oppure 

"" a cos a 



(ix-) 



Differenziando quest* ultima equazione rispetto a l e sostituendo per o' e 0' i 
loro valori 



avremo 

5 V(o* - a*) (a* - 6«) - a V(^* - g*) (5* - e*) = g ('* - ^*) cosa. (X) 

Le equazioni (IX), (IX') e (X) ci danno ì teoremi sull'addizione degli integrali 
ellittici dì !• e di 2* specie sotto forme diverse da quelle trovate nel paragrafo 
precedente. 

Si ponga 

X = - o = « = o sen (b 

e sen ? ^ 

ove f e 4^ dinotano manifestamente degli archi reali ed inoltre x < 1 . Ritenute le 
solite notazioni pegli integrali ellittici, le equazioni {k) si potranno scrivere 

F(x,(t)-F(x,9) = p' 



J sen* cpAcp j « Aty 



Si può facilmente vedere che 



riii^»=*'('''»>-^^'''»>-^°*^^'' 



Q sen'flf 
e tenendo conto di questa formolsc e della seguente : 



x.f^5£^ = F(x.^)-E(x.<P). 
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la seconda delle precedenti equazioni, in virtù della 1* si può scrivere 

E(JC , <p) -E(x , 4;) + cotcpA? = — + /i'" , (*') 

ove li'" designa una costante arbitraria. Le costanti arbitrarie h'" e ^' si determi- 
nano considerando la posizione iniziale (ò + e , a) del mobile, per la quale si ha 

/ = , (po = arcsen^ . *o=|- 

Trasformiamo nelle nuove variabili <p e <p l'equazione (X), avremo facilmente 

send; cos «pAv — sen <p cosckAò 

cosa = — ^-j '- i 5-,—^—^ , 

1 - X* sen* <p sen* ^ 

die è la formola conosciuta polla determinazione dell* amplitudine dell* integrale el- 
littico eguale alla differenza dei due integrali F(x,(p) e F(x,<p). Si vede adunque 
che r amplitudine dell* integrale differenza dei due integrali F(x,<|;) e F(x,<p) è 
geometricamente rappresentata dall'angolo, che la retta percorsa dal mobile fa 
colla perpendicolare all'asse dei centri. 

Dall'equazione (k') si può facilmente dedurre il teorema sull'addizione degli 
integrali ellìttici di 2* specie nella sua solita fOrma. 

Abbiamo trovato che 

2v, = V(o' - g') (g^ ~ g') 
a sena ' 

trasformando questa espressione in f e (|/ e sostituendo in (kf), avremo 

E(x , ,) - E (X . 4») = /i'" + ?2!ÌiL^2il!25if A, 

^ ' ^ V ' T/ sonasene ^ 

e per la nota relazione 

cos<|; = cosf sen a - sen 9 cosa A<|; , 
sarà 

E(x , <|/) - E(x , <|;) '-= A9 Acp cota - h'". 

Dovendo essere, com'è noto, 

Af Acp -i- X* senf sen (p cos 9 cos^^ 
~ l - X* sen* 9 sen* ^ 
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avremo 

A9 X^ := Aa - x* sen? sen<j^(sen9 sen^p Aa + cos 7 cos 4) 

ed inoltre, essendo 

sen a = cos 9 cos <|; -hsenf sen(|/ la^ 
sarà 

A9 Ad' = Aa - X* sen 9 sen <|/ sen a : 
dunque 

E(x , ^) -E(x , (p) = /i«v - X* sen 9 sen (p cos a 

ove h^ è una costante. Questa è la relazione a cui miravamo. 

Caso generale in cui la traiettoria diviene una conica 
avente per fuochi i centri attraenti 

§ VII. 

Sieno X , y due variabili dipendenti, tra le quali la legge di dipendenza è sta- 
bilita dair equazione differenziale 

dx _ ày 

VF (X) " VG (y) 

e dalla condizione che per x^Xq si abbia t/ = t/o, essendo F{x) e 6(1/) dei poli 
nomii in OS e 1/ rispettivamente. 

In generale la relazioue che lega queste due variabili è 



ia?o >/F(x)"'; 



Po V6(l/) 



'^ (J), 



però vi sono dei casi di eccezione. 
Supponiamo che si abbia 



F(Xo) = F'(a5o) = . . . F(»)(Xo)=0 

essendo n>^1, ossia supponiamo che Xq sia una radice (n + 1)p^ di f(x). Allora 

avremo 

F(x) = (aj-aJor**9(x),. 
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essendo f(x) una funzione intera. Per un notissimo teorema (*) il 1® della (J) di- 
verrà infinito e perciò, se il 2^ membro è finito, T equazione (J) non sarà più am 
missibile. Allora siamo costretti a ricorrere ad una delle soluzioni singolari del- 
l' equazione proposta, cioè alle soluzioni della forma x = cost., ovvero t/ = Gost. , 
essendo la costante una qualunque delle radici dì F(a;) = oppure di G(!/) = 0; 

e nel nostro caso si dovrà necessariamente scegliere la soluzione 

f 

Si conclude adunque che la relazione cercata tra le variabili x ey sì ridurrà 
ad X - Xq oppure ad y^y^^ secondochè x^ è una radice multipla di F (x) ~ op- 
pure j/o è una radice multipla di G(y) ^ 0, e che queste condizioni sono necessarie 
e sufficienti (**}, purché ben inteso non si trovino soddisfatte simultaneamente, nel 
qual caso può avvenire che T indeterminazione di (J) sia solo apparente. 

Nel nostro problema l'equazione differenziale della traiettoria è 

dj . dS 



e se diciamo oq^S,, le coordinate iniziali del mobile, in virtù del teorema prece* 
dente concludiamo che V equazione della traiettoria si ridurrà a «^ = a^ nei due casi 
seguenti : 

1° Quando sono soddisfatte le due equazioni 

2^ Quando sono verificate queste altre condizioni 

a^ = a , Aja* "MJLa + p = 0. 

Similmente Tequazione della traiettoria si ridurrà a S=Ìq nei due casi seguenti: 
1® Quando sono verificate le due equazioni 

*V + v8o+P = , U8o + v=:0; 

2^ Quando si verificano le due condizioni 



(*) Serret, Court de ealeul différentiel et integrai. T. II. pag. 100. 
(**) Questo teorema è dovuto a Lagrange (op. cit.)* La dimostrazione qui data è 
del sig. Serret. Vedi note alla Méconique Analytique, pubblicata dal sig. Bertrand. 



^^ 
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Ai due secondi casi corrispondono dei moti oscillatorìi lungo Tasse delle as, 
dei quali non ci occuperemo. 

Esamineremo ora un caso notevole. Suppongasi H^ = , ossia pi = v e che 
siano Teriflcate le condizioni 

a^-'-a , te* + pia + p = 0. 

Allora ricavando ^ da questa equazione e portandolo nella espressione di ^ 
fornitaci dalla (VI) abbiamo 

- (te* + ijia) = - (te* + pia) cos*Io - (A;V + v5o) sen* Io , 
e quindi 

(fca* + pia) sen* Io = (A8o* + :- So) sen* Io . 

Siccome in generale S^ è diverso da a, cosi la condizione te* + i^a + ^ = 
equivale a quest'altra Io = e la traiettoria si riduce ali* asse delle x. Ha T equa- 
zione precedente è ancora soddisfatta, qualunque sialo, supponendo So=:=a; in 
questo caso la traiettoria si riduce manifestamente ad una conica di cui M| è un 
fuoco e sulla quale cade Hs- Allora i due integrali in o e S deli* equazione della 
traiettoria sono entrambi infiniti, perchè i due polinomi sotto i radicali hanno per 
radice doppia il limite inferiore a degli integrali ; ma si può dimostrare che T in- 
determinazione dell* equazione è solo apparente. 

L'equazione (III") in questo caso si può porre sotto la forma 






la quale, com'è noto, conduce al celebre teorema di Lambert. 

Ritorniamo al caso in cui la traiettoria si riduce ad una ellisse avente per 
fuochi i centri attraenti. Le condizioni necessarie e sufficienti per questo caso ci 
danno 

P = -(teo*+pLOj , ^"=-27' 

e per l'equazione delle forze vive dovrà essere 

V« = -^+-^.-2?^ì:^. (L) 

Se designiamo con Y, e V, i valori di V che corrispondono ai casi di M, = 
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e M3t = rispettivamente, avremo 

e si trova cosi verificato il teorema di Ossian Bonnet. 

Nel caso in cui la traiettoria diviene una iperbole avente per fuochi i centri 
attraenti, le condizioni stabilite ci danno 

e per r equazione delle forze vive 

^.^JM. ^JM^ gM^ 

dalla quale si può trarre una consegueniia analoga alla precedente. 

Alle condizioni p = - (fcc^* + vo^) e p = - (feS^* + vS,,) sono equivalenti queste 

altre Oo' = e V = 0, ossia: 1^ = e Io = 9- 

Adunque se dalla posizione (oq , S^) colla velocità V determinata dalla (L) op- 
pure dalla (M) si lancia il mobile tangenzialmente alla ellisse o^ oppure alla iper- 
bole Sq , la traiettoria sarà questa ellisse oppure questa iperbole. 

Un caso notevole si presenta quando si abbandona il mobile senza velocità 
iniziale : allora affinchè la traiettoria sia Y ellisse a^ , dovrà essere verificata la 
condizione 2&Oo + pi = 0. 

L* equazione (VI^) ci dà per tg Io un valore apparentemente indeterminato ; però 
applicando le note regole analitiche avremo 



tiri -W '^^^o + >^ (^) 
e siccome dalla (e; abbiamo 






paragonando queste espressioni avremo 



do\ _ 2fcGo + [1 Co* - a* 



/da 
\dc 



do/o 2/iOo + V a* - S„' 
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e finalmente 



t«I. = S?±*\/!-^.- (N) 



Da qui concludiamo , come d' altronde doveva prevedersi , che la condizione 
3^^0 + 1^ = ^ significa che la direzione iniziale della forza, che sollecita il mobile, 
è la tangente della ellisse a^. Interpretazione analoga si deve dare alla condizione 
2&Oo + V = 0. 

Si ha cosi un teorema molto semplice per riconoscere i casi di moto oscilla- 
torio lungo archi di coniche ; questo teorema si può enunciare come segue : 

Dali due cenln i quali agiscono colla legge del quadralo inverso della di- 
stanza^ entrambi per attrazione oppure Vuno per attrazione e Vallro per ripul- 
sione; se in presenza di essi si abbandona un mobile in tal posizione, per cui 
la risultante delle azioni de' due cenfn, sia diretta a richiamare il mobile se- 
condo la tangente ad tifna delle coniche aventi per fuochi i centri attraenti ; il 
mobile si metterà ad oscillare per Varco di questcT conica limitalo dalla conica 
omofócale, che passa pella posizione iniziale. 

La condizione della velocità iniziale nulla per T equazione delie forze vive ci dà 






^o' - 5o 



e l'altra relativa alla direzione della accelerazione iniziale, in virtù del precedente 
valore di fc, si trasforma nella seguente : 

^^-^JJdo^o + V^O, (0) 

r 

pel caso del moto ellittico, oppure nella seguente : 

V-2!^cr^8, + a« = 0, (P) 



pel caso del moto iperbolico. 

La (0) considerata come V equazione di una curva in coordinate ^q , \ , ci dà 
il luogo di quei punti, per ciascuno dei quali la risultante delle azioni dei due centri 
è diretta secondo la tangente alla ellisse Oq. Analogamente si dica della (P). 



TOL. zvm 8 
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Caso in cui la traiettoria è una ellisse avente per fuochi 

i oentri attraenti 

5. Vili. 

Prendiamo per posizione iniziale quella in cui il mobile attraversa Tasse dei 
centri. Questa posizione dovrà manifestamente essere esterna al segmento M, M^; 
noi inoltre la supporremo dalla parte di H^. La velocità iniziale Y sarà diretta per- 
pendicolarmente all'asse X e se diciamo e e 6 rispettivamente le distanze della po- 
sizione iniziale dai centri M| e H, , la (L) ci dà 

vt — ^^ 4b M2 4c 
"" e" b+ e b 6 + e 

Avremo inoltre 

2&=-^ e p--[&(b + c)* + iJi(6 + c)] = -|(6 + c). 
Essendo inizialmente 5' < , avremo pella (V) 



«' = - -^-L- V(«« - o«;(fc3« + V8 + p) , 



dalla quale pel caso nostro abbiamo 



"^ |iL U \'{a^ - «*) l^* - 2w(0 + e) 3 -f (6 -h c)*J 



d« (Q) 



V 



ove IO = -. . Questa formola ci dà il tempo contato dall' istante del passaggio per la 

V- 
posizione (6 + e , a). 

Si scorge da qui che il tempo è sempre dato da integrali ellittici, in generale 
di 2* e di 3" specie, a meno che non si supponga 10 = 1, ossia Mt = 0, nel qual 
caso cadiamo nel moto ellittico dei pianeti. 

Caso di M, = M2. Nel caso di M, = Mj = m, ossia di v=:0, sarà io=0 e 
respressione (Q) di t diviene 

4 ^ ji h v/(a»-ò*)I(ò + c)«-h8«l 



)( M )( 
ponendo 

a 
8 = a cos 9 e x — — 

V(6 + e)* + a* 
ed osservando che per 5= a si deve avere 9 = 0, sì avrà 



^ [ J 2(fe + e) p (òf c)^-a«cos»9 ^^ . 



e siccome 



/ 



? cos»9d9 _ E-(l-x»)F 
# ^9 ■" X* 



ed inoltre a = e — 6 , avremo finalmente 



« = ^ \/j];(^^[(ft + c)«F(x,9)-(^^ 



In generale per la (A) essendo 



dt 



=. n/_ (/^62 + |x5 4. p) =^ J2(6+jc) ^^^ _ 2^^j^ ^ ^j^ ^ ^^ ^ ^^, ^ 



si scorge che nel nostro caso -~ non si annullerà mai e perciò il moto sarà rivo- 

lutivo. Siccome per ^ = si ha 9 = ^, per la durata T di una rivoluzione completa 
sarà: 



(is 
In generale si scorge che la velocità -j- non si annullerà per alcun valore 

reale di se M, > e M, > , perchè allora sarà w* < 1 , ossia sarà negativo il 
discriminante del binomio o* - 2u)(6 + c)5 + (6 + e)' ; se invece uno dei centri attrae 
e l'altro respinge, sarà io*> ! : vi potrà essere un valore reale di s compreso tra 
+ a e - rt, che annulla il trinomio predetto Nel l® caso adunque il moto sarà 
rivolutivOy nel 2^ caso invece può essere oscillatorio sulFarco di ellisse limitato 
dal ramo di iperbole, che corrisponde al valore di ^ sopra menzionato. 
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Caso di M4 = — Mj. È notevole il caso di M, = -M2 = m, essendo m>0; 
allora jjl = , v = - ^2?7i, per conseguenza & = 0, p - e ricorrendo all'espressione 
che dà ò', ne ricaveremo la seguente 

la quale ci dà il tempo contato a partire dall'istante del passaggio per la posizione 

ds 
(6 4- e , a). In questo caso per s = 0siha-T- = 0e quindi il moto sarà oscillatorio 

sopra la mezza ellisse, limitata all'asse T. La velocità iniziale deve essere 



V = 2\S^). 



bc 
Posto s = acos*0 avremo per mezzo di un calcolo molto semplice 

L JoV^~Ìsen«9J 

Ponendo 

_ (^ sen«6d0 
"«"io AO ' 

ed osservando che 

cos*0 = (I - sen*e)« = 1-2 sen^O + sen*0 , 

sarà 

•• cos* 6 



f.T<»='-"'.-».- 



Dalla nota formola 



sen"-»6 cos« A0 = (m - 3)U„_t - (m - 2)(1 f x»)U^_j + {m- t)x»D^ , (•) 

ove X designa il modulo, ricordando che 

F-E 



Uo = F e U,= 



x« ' 



(*) Schl oemilch. Théori» des intégrales el des fonetiom elUptiquts. Traduit par 
Graindorge pag. 11. 
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pel nostro caso in cui x* = ^ e per m = 4 avremo 



U, = ?sen9cos9AO-?F(\£,o) + 4[F(\/l o)-e(\/I,6)] 



e quindi 



r^ cos* 6 de 



'.n/^ 



sen* 6 



l F ( Vy , V + I sene coso V I - * sen^ 



Ciò posto r espressione del tempo si può scrivere 
e siccome per S = sì ha = ^, la durata T di una semioscillazione sarà 

^ — T^j^~^^^^ ' y' 

formola che coincide con quella trovata altrimenti da Legendre. 

Questo caso di moto oscillatorio è runico di cui faccia cenno il Legendre ; 
però dal nostro teorema generale vediamo che vi sono infiniti casi di moti oscil- 
latorii lungo archi di ellisse , purché si supponga che X uno dei centri attragga e 
l'altro respinga il mobile. 

Caso in ouì la traiettoria è una iperbole avente per fuoohi 

i oentri attraenti 

$. IX. 

Anche qui prenderemo per posizione iniziale, quella in cui il mobile attraversa 
Tasse dei centri e conteremo il tempo dall'istante del passaggio del mobile per 
questa posizione. Questa posizione deve necessariamente cadere tra i centri .at- 
traenti M| e M, e la velocità iniziale Y deve essere diretta perpendicolarmente ai- 
Tasse X. Dalla equazione (H) abbiamo 

^ "^ òc(ò-c) 
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e dovrà essere 

2&=-^ , M-[fc(c-b)* + v(c-6)] = -|(c-6). 

Osserriamo che se c>6 ed H, > H2>0 si ha fc < : dalla equazione delle forze 
vive si conclude che il mobile non si può scostare indefinitamente, perchè per va- 
lori sufficientemente grandi dei raggi vettori la forza viva diverrebbe negativa. Ora 
da (M') si scorge che V può essere reale quantunque siasi supposta M| > M^ , per- 
chè e > 6. Si prevede cosi la esistenza dei moti oscillatorii lungo archi di iperbole, 
posti dalla parte del centro attraente con minore intensità, ed è facile dimostrare 
che la condizione di realità di V è pure quella affinchè il punto (oq^Oq), che sod- 
disfa air equazione (P), sia reale. 

L'espressione del tempo si ottiene dall* equazione che dà S', nella quale per 
k e ^ siansi sostituiti i valori sopra dati ; avremo 



4 ^ V /flV(a« - tt*;[- 0* H- 2io(c - b)9 - (e - by ' 

\^ 
ove co = - . 

V 

Caso di M| - Mg. Esamineremo il caso molto ovvio di M, =M2 = m, essendo 
m > ; sarà pi = 2m e v = 0. 

Se si suppone b=:c, allora k diviene indeterminato e per conseguenza sarà 
pure indeterminato V, come è manifesto dover essere. Se la velocità iniziale è tale 
che k risulti negativo, il moto sarà oscillatorio lungo Tasse delle y. 

Nel caso di b e e comunque diversi, sarà k = e ^==0; T espressione di i 
diviene 



=1/ 






e per valore della velocità iniziale avremo 






(R) 



Questo caso non ha alcuna analogia con quello trattato nel $ precedente , poi- 
ché dovendo essere a > a , la o' non si annullerà mai, ossia il mobile si scosterà 
indefinitamente. 



)( «3 )( 

Si ha 






da cui 



1-7=7==== Q vo(«*-a«)+-^ /-== 



Ponendo ^ --— - l'espressione di l si riduce a contenere Tinteorrale ellittico 

C0S9 

F W 2" ' ^) ™ol^'Pl'c2i^o per il fattore s [a* - 3 (e- 6)*], per cui supponendo 

a = (e - 6) >/T , 

la parte trascendente sparisce e Tespressione di t diviene algebrica in ?. Questa nuova 
condizione determina la posizione iniziale del mobile, ed osservando che a = 6 + e 
si potrà mettere sotto questa forma 

La velocità che deve avere il mobile in questa posizione si determina tosto 
colla formola (R). 

Non ci arresteremo ad esaminare altri casi particolari. 

Cenni sullo studio in generale della traiettoria 

5. X. 

In quanto precede si sono esaminati dei casi specialissimi , anzi di eccezione ; 
non riusciranno ora inopportune alcune considerazioni generali sulla traiettoria. An- 
zitutto dobbiamo avvertire che supporremo sempre M, > ed Mj > . quantunque 
la massima parte delle cose che dir.Mno valgono in ogni caso. 

Dall'equazione delie forze vive si ha 



'=a)'-K.^,^'). 



)( 6* )( 

e siccome per valori sufficientemente grandi di r, e i\ la quantità (^- j è del se- 

gno di h ; cosi si può affermare che se A; < la traiettoria è limitata. Adunque , 
se diciamo v^ il valore iniziale delle velocità ed r/ , r^' le distanze iniziali del mo- 
bile dei centri attraenti, la traiettoria sarà certamente limitata se 

In generale poi se fc > il mobile si scosterà indefinitamente. 

Infatti se la traiettoria fosse limitata ci dovrebbe essere un certo valore mas- 
simo di 0, il quale annulla a' e per conseguenza il trinomio 

/co* + 110 -f p : 

ora siccome k>0 e questo trinomio deve conservarsi positivo, la variabile a dovrà 
necessariamente essere maggiore di entrambe le radici di esso; perchè se esse 
sono reali la minima è certamente negativa. Se poi k — 0, la a deve sempre essere 

maggiore di --. 

Una prima distinzione delle traiettorie si presenta rispetto alla costante del- 

r equazione delle forze vive, cioè secondochè ft=iO. 

11 valore della costante arbitraria § si determina colla (YI), la quale ci dà : 

M - (W + P^'o) cosalo - (A;So* f v8o) senHo , 

essendo ^o ^ ^o '^ coordinate della posizione iniziale ed I^ il valore iniziale del- 
r angolo I, che si deve ritenere come conosciuto, quando è data la direzione delle 
velocilà in (^^ , 6J. 

Osservando Tequazione (VI^), si conclude immediatamente che, se il mobile passa 
parecchie volte per una stessa posizione, T inclinazione della velocità sulla tangente 
alla ellisse , che passa per questa posizione , sarà la stessa , od in altri termini 
tgl ripren<le lo stesso valore numerico. 

Se nella posizione (i^ , ò^) fosse v = allora a^ e S„' sono entrambi nulli e 
tglfl riesce apparentemente indeterminato. Allora dalla (N) abbiamo il valore di 
tgl„, che si conviene per questo caso, ed osservando che deve essere, in virtù del- 
r equazione delle forze vive. 






^^ 
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la (N) si può mettere sotto la forma seguente 



tiri ^ t^^o ' ^^ ^0 Sq •^ t* V v/ ^o' - Q' 



In generale quando o' = oppure »' = si ha 1 = oppure I = s » cioè il mo- 
bile lambisce la ellisse a oppure la iperbole $ ; ma avviene ancora che o' = op- 
pure d' = quando il mobile attraversa Tasse dei centri in una posizione ad essi 

intermedia oppure esterna ; allora I è diverso da oppure da ^ . 

In generale l'equazione della traiettoria è trascendente cioè contiene gli inte- 
grali ellittici di 1* specie, però vi sono infiniti casi in cui si può ridurre a forma 
algebrica (vedi Legendre op. cit.)* 

Passeremo ora ad esaminare separatamente i tre casi generali di fc < 0, k>0 
e fc = 0. 

I. Caso generale A;<0 



5. XI. 



Pongasi 



/C3* + JJL-J + M *(<» - ^l)(^ - ^t) » 



essendo 



Siccome &(o — 9,) (a - a,) deve conservarsi positiva, o^j^ <j, devono essere reali : 
poiché, se fossero immaginarli . {<f~'<'^)Q'-<'^ si ridurrebbe alla somma di due 
quadrati e perciò non potrebbe mai essere negativo. 

Si possono presentare i due casi seguenti 

or, > (j > tf j > a e <j, > a > a > <yi« 

Nel 1® caso la traiettoria resta tutta inscritta tra le due ellissi <r| e «, , che 
il mobile va alternativamente a lambire, nel 2^ caso invece la traiettoria è tutta 
inscritta nella ellisse <j,. 

Ricordando T espressione di ^ scritta nel $ precedente, si ha 

- f = (^0^ + J <»o) cosMo + (bo* + J «0) sen«Io , 



TOL. XTIU. 
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dalla quale apparisce che - £ è algebricamente massimo (ritenendo dati o^yS^ e k) 
per Io = ^ oppure per Io = , secondochè V + 1 è minore oppure maggiore di 

v + ^. 

Questa osservazione ci permette di rispondere alla questione seguente : 

a Data la posizione iniziale del mobile e la grandezza della velocità iniziale , 

» in che modo si dovrà dirigere questa velocità, affinchè il mobile si spinga fino 

» alla ellisse più ampia possibile? ». 

É manifesto che si dovrà prendere Io = oppure Io = » secondochè 

'o* + i ^0 > oppure < V +^ ^0- 

Possiamo facilmente rispondere a quest' altra questione : 

a Essendo la velocità iniziale diretta tangenzialmente alla ellisse Oq > Q^aU sono 
(( le condizioni affinchè la traiettoria sia, o tutta esterna o tutta interna alla el- 
R lìsse (T^, oppure coincida con questa ellisse? ». 

E manifesto che il mobile si spingerà al di fuori della ellisse ^o ^^ "" oì > ^o • 
ossia se a^ è la radice minima del trinomio A^?' + pi^ + ^ ; invece penetrerà nell* in- 
terno della ellisse se -^<<'o- Nel 1® caso il mobile si scosterà fino a lambire 

r ellisse <»i = — E - ^'o > ^^^ 2^^ caso invece sarà «i = - r - »© i * cui corrisponderà 

una ellisse intema se o^>a. Infine se - 1^ = a^ il mobile resterà sulla ellisse (^o • 

ritroviamo qui le condizioni stabilite al § TIII. 
Il trinomio 

deve conservarsi negativo, perciò dovrà essere 

«>«i>«t oppure «<«,<«,. 

In generale le radici \ e ^t non hanno sj^niiicatq geometrico o perchè non 
reali o perchè non comprese tra + a e - a. 

Può avvenire però che ciascuna di queste radici od almeno una di esse sia 
reale e compresa tra -f o e T-à. Allora se «o> ^i oppure «o<^i i ^^ inoltre se 
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3' è del segno di S| - s^ oppure del segno di ^i - ^o > ^^ mobile andrà a lambire 
il ramo di iperbole s, oppure ^t, senza però oltrepassarlo. Si può facilmente ve- 
dere che questo caso può avvenire solo quando o« > a > a > 9| : infatti siccome |ìl > v 
sarà sempre 5^ > tj (•). 

il. Caso generale k>0 

§. XU. 

In questo caso, come precedentemente si è dimostrato, la traiettoria si estende 
air infinito. Riguardo ai trinomio k^^ + pi" + p osserveremo che può avere una sola 
radice positiva e maggiore di a : a questa radice corrisponderà una ellisse tan- 
gente alla traiettoria. 

Esaminando il trinomio fc^^ + vs + p, con considerazioni analoghe a quelle im- 
piegate nel S precedente, si conclude che le sue radici sono sempre reali e che » 
deve rimanere compreso tra esse. 

Secondo poi la natura di queste radici : o vi saranno due rami d' iperbole tra 
i quali la traiettoria è tutta inscritta ; oppure vi sarà un sol ramo di iperbole, che 
tocca la traiettoria e rispetto al quale questa è tratta da una stessa parte ; ovvero 
ancora la traiettoria non sarà limitata da alcun ramo di iperbole. Quando accade 

che <y^>a, siccóme ^^ > 0| > \/( |) » indicando con (| j il valore assoluto di ^ , 

la traiettoria non potrà essere limitata da alcun ramo di iperbole ; poiché 1* altra 
radice a^ è negativa o maggiore in valor assoluto della $|. 

Qui si potrebbero esaminare delle questioni analoghe a quelle trattate nel caso 
di fc < ; ma ce ne dispensiamo, perchè la trattazione è affatto simile. 

HI. Caso generale k = 

$. XUI. 

Questo caso è molto meno esteso e più facile dei due precedenti. 
Abbiamo 

P = - l^^o cos* Io - V «o 8en*Io , 



{*) La differenza delle radici quadrate di due quantità è minore (in valor assoluto) 
della radice della loro differenza od a parità di questa è tanto più piccola quanto più 
grandi sono le quantità stesse. Nel nostro caso sarà adunque : 






)( 68 )( 
dalla quale si rileva che 

Siccome deve essere 

liia + p>0 e v« + P<0, 
cosi sarà 

Qr>-^. e a<--. 

Riguardo alle limitazioni della traiettoria, possono presentarsi i tre casi se- 
guenti : 

S 
1® -->a, allora esisterà una ellisse tangente alla traiettoria, nell* interno 

della quale il mobile non può penetrare ; 

8 6 

2^ -- <a e--<a, allora esisterà un ramo di iperbole tangente alla tra- 
iettoria , rispetto al quale questa è tutta da una stessa parte , (si osservi che 

6 3 

3"^ — -<ae — ->a, allora il mobile taglierà sotto angolo diverso da zero 

tutte lo ellissi ed iperboli omofocali. 

3 3 

Ponendo y = -|- e y' = -^, l'equazione della traiettoria diverrà 

•' V[;(a + a)(i - a)(a - -^) J Vv(a + a)(« - a)(« - Y) 

Si supponga ,=-!>ai s.,4y>,>., . r,t.„..d« .■>0 . .•<« W.ia,. 

mente, i due integrali si dovranno prendere con segno positivo. 
Per ridurre l'integrale in <j alla forma canonica, pongasi 

„_£ + W 

prendendo p = f — 'k e qs-y + X, ove X = v'-y* — o* (vedi Schloemilch op. cit. 
pag. 8). Con qnesta sostitusione avremo 

f <^ ■ =2X /• <*y 
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Si Tede facilmente che y dev'essere maggiore di 1 , peroni potremo porre 

y= ed avremo cosi 

sen^ 



ove 



f ^ I — 2 — 



In modo affatto analogo ponendo 



j I m'ì 



e prendendo 



P' = Y'-V , g' = Y' + V, ove V=VY'»-a«, 
avremo 



/ 



d« -... r dz 



y'-X' 
Si può vedere facilmente che 2* < ' >, e perciò potremo porre 

If + A 



/y _ X' 
z = x' sen 4/ , essendo x' = y Vtv » 

avremo cosi 



f . *" ^ = v/--lll F(>' , A). 



L'equaiione della traiettoria in termini di f e 4* sarà 

F(x'.^) ^ F(x,y) ^y,^ 

dinotando con p'' mia costante. 
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Il passaggio dalle variabili a e S alle f e 4^ oppure il passaggio iaverso si fa 
colle relazioni seguenti : 

_ (Y-X)8en«p + T + X > _ f - V + (t" + V) ^ sen 4; 

T+sen^ ' "" 1 + x' senil' 

senvs-i r , sen* = -7 . . \, — ^. 

Esamineremo ora un caso un po' meno generale. Suppongasi il mobile lanciato 
dalla linea dei centri, da una posizione ad essi estema dalla parte di H, , e cou 
velocità perpendicolare alla retta stessa. 

Sarà allora Io = , ao = b + c, So=:a = c-b, essendo e e b le distanze della 
posizione iniziale rispettivamente da M, e H, : perciò avremo 

• 

_ nTc - ypE 

P = "-l*(ft + c) , Y = ft + c . X= \'(T + a)(Y-a) = 2>/5c , x = ^ ^ 

Ponendo 

_ 1 ;.(6 + c)-~v(c-b) ^ ^ 1 pi(b -H e) + v(c - b) 



avremo 



Tf = «» + n , X = 2 y/mn , c-b = n-m = o , x' = — = p=. . 

vn + vm 

É facile vedere che pella posizione iniziale si ba 






perciò l'equazione della traiettoria diverrà 



f(x',|)-F(x',*) f(x,|)-F(x,^) • 

V7( \/m + Vn J Vjr (V b" 4- y/T) 
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ed ancora, in virtù del teorema dell* addizione 



F (x\ V) ^ F (x , 0) 



essendo 



1 1 

igVig^=z—=r- e tg*tg9 = 



Vl-x'* . Vi -X*' 



oppure 



... cos^lid/ . cosfA^p 

senV = ^ : J \. e senO ^r 



1 - x'^sen^ij' 1 - X» sen*<p 

Si deve osservare che a varia da b + e ad od , S varia da + a a - a ; mentre 

7 varia da - a - - e 4^ varia da ^ a - - ; le amplitudini V e invece variano 

da a ic. 

Colle stesse trasformazioni si può dare 1* espressione del tempo colle forme ca- 
noniche degli integrali ellittici : ometteremo questo calcolo, perchè alquanto com- 
plicato. 

Nel caso del moto parabolico ordinario dovremo fare Hs=0 ; perciò sarà pi = v 
m = b , n = e , X ^ x', e r equazione della traiettoria si ridurrà semplicemente a 

Eguagliando i valori di 8en<p e di sen4^ avremo 






Y + A- 
a 



ed essendo 

-y + X = (>/7+ Vb)* , Y-^ = (>''^-Vb)* 

dopo alcune facili riduzioni avremo 

(o + a) (5 + a) = 4ac , 
equazione che abbiamo già trovata n^Ua nota posta inOne del § V. 

Torino. Luglio 1819. 
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SULLA INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI ALGEBRICO-DIFFERENZIALI 
DI r ORDINE E DI 1^ GRADO MEDIANTE FUNZIONI ALGEBRICHE 



PEL 



Dott. PAOLO CAZZANIGA 



1. 

Consideriamo Y equazione 

dove a(x y) P(x y) significano funzioni razionali intere di x od y di grado qualun- 
que n. Se la (U ammette una primitivA particolare algebrica di grado r e della 
forma 



si dovrà avere : 



dy ^ dx 



Ha questa equazione non sarà necessariamente soddisfatta in modo identico; 
basta che abbia luogo in virtù della (2). Si dovrà dunque avere identicamente : 

dove f||.| dinota una funzione algebrica razionale intera in as ed y di grado n-1. 
Il primo membro della (3) è una funzione del grado n + r - 1, opperò le re- 
lazioni di identità che dovranno da essa scaturire eguagliando fra loro i coeflBcientl 

dei termini simili dei due membri saranno -^ ^^-5 -^ ; esse saranno le 

2 
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equazioni che esprimono che 4^, == è soluzione della equazione proposta. Oltre a 

(r4-l)(r+2)— 2 
ciò, siccome i coefflcientl da determinarsi nella (2) sono in generale ^ -^ , 

e quelli della f ,., , -^-^ — * « <^osl ne consegue che il numero delle condizioni di 
integrabilità della (1) in forma della (2) sarà dato da : 



(n + r)(n + r + 1) j (r + l)(r + 2) -2 ^ n(n -f 1) 



- 



t 



ossia da r(n- \). 



Abbiamo dunque : 

Per ciosctina primitiva particolare delia (1) e della forma (2) devono aver 
luogo r(n-l) condizioni fra i coefficienti che entrano nei polinomi a(xy} , ^(xy). 



2: 



Siano ora: 



e 



a^ac* + ai»"'*!/ + a^'^y^ + + o^t/* 

c^,as*"* + c,a8*'H/ + c,x"-V + + c«-il/"'* 



i gruppi dei termini di grado più elevato in a ^ 9 rispettivamente. Se per brevità 
indichiamo con A| A, . • • k^^^ i primi membri delle relazioni di identità sopradette 
corrispondenti al gruppo omogeneo di massima dimensione in os ed 1/ della (3) , 
cioè della 

a.[p«af-« + 2p^-»j/+ 3paaBr-V + .,.] - p-[raf-« + (r'-\)Ptaf-^y + ...] = 

che sono formati linearmente colle sole quantità Pfp, ... p^ , avremo per determi- 
nare tutti i possibili valori di Pi p, ... CqCi ... le n + r equazioni seguenti : 



A, 


= Co 


A, 


= CoP, + <?, ^ 


A, 


= c,p« + c,p, + c. 


A* 

• 


= c,p, + c,p, + c,p, + c. 


A«+r-i 


7~7 


A»+r 


= 


TOL. xrra. 



^«-f Pr' 



10 
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Ciò che a noi importa sopra tutto è di determinare i ralori di p, p, ... p, , e 
per ora quelli di P|. A. tal uopo se di queste equazioni ne prendiamo n + 1 . per 
esempio le prime , e le consideriamo come sistema di n + 1 equazioni lineari fra 
le n incognite r^Ci ... Cn^i , otterremo da prima la seguente: 



A, 


1 


A. 


Pi 


A, 


P< 


A4 


P> 



^i 



. 







Pi • • • a * • U 



Pt 











Pi 



= 0, 



che è del grado n + 1 al più rispetto alle quantità p«Pt •• Pr ) ^ ^^^ significhe- 
remo con Ài = 0. Se indi ripetiamo la stessa operazione prendendo cioè successi- 
vamente altre n + 1 equazioni in modo però che il sistema nuovo dilTerisca di una 
equazione dai già presi, otterremo facilmente altri r - 1 determinanti nulli, che si- 
gnificheremo con d, = ds='0 ... A,. = , i quali saranno pure del grado n+1 al 
più rispetto alle medesime quantità Pi p, ... p^. 

" Da ciò segue che la risultante dalla eliminazione di p, p, . . . p,. da queste r 
equazioni sarà al più del grado (n+1)'' rispetto a p,. Abbiamo quindi: 

Se la (l) ammette primitive particolari algebriche di grado r cioè della for- 
ma (2), ve ne possono essere in generale (n+ l)*". 

In particolare poi : 

Esistono al più n + 1 funzioni lineari soluzioni della (1) ; e il numero totale 
delle condizioni che devono verificarsi fra i coefficienti che si trovano nei polinomi 
a{x y) ^(x y) per la integrazione della proposta sotto questa special forma, è 
(n - 1) (n + 1) ossia n* - 1 . 

3. 



Prima di entrare in alcune particolarità relative a quest'ultima proposizione, 
è necessario osservare che fra il numero di certe soluzioni di differente grado, ed 
il numero dei coefficienti disponibili nelle funzioni a(a}j/) ^{xy) della differenziale 
data, vi dovranno essere necessariamente delle limitazioni. Cosi per esempio per il 
caso che a{x y) ^{x y) siano di secondo grado, in cui i coefficienti disponibili sono 
in tutto undici , non vi potranno essere fra le soluzioni particolari della proposta, 
funzioni di grado superiore airundecimo: undici essendo appunto in tal caso le con- 
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dizioni necessarie per 1* esistenza di una sola primiti?a <p„ di grado undecimo. Se 
a(x y) ^(x y) sono del grado n, è chiaro cbe il numero dei coeRIcienti disponibili, e 
quindi anche delle condizioni a cui essi ponno essere assoggettati è: (n4-l) (n+2)-l; 
ne consegue allora che se siano p, le soluzioni della specie ^^t cioè di primo gra- 
do, pf lì numero di quelle della specie 4^, , dovrà aversi evidentemente: 

Pi(w - 1) + 2p,(n - 1) + SpaCn - I) + ... + rpr(n - 1) < (n + l)(n + 2) - 1 , 

cioò 

(n - l)(p« f 2pj + 3p5 + ... + rpry< (n + 1 (n + 2) - 1 . 

Cosi neiresempio sovracitato di n=2 se fra le soluzioni particolari della pro- 
posta ci siano tutte e tre le rette: 

2c-i-7>,y-f-p/ = 8 = 4,2,3, 

allora vi potranno essere al più quattro coniche; non più di due coniche ed una 
cubica soltanto; oppure una conica e due cubiche; una conica ed una quartica; ecc. 

Questa è la limitazione poc'anzi accennata; ma ci affrettiamo a soggiungere che 
essa si fonda sulla supposizione che i coefficienti della equazione differenziale data 
siano tutti indipendenti fra loro; il che qui importa di ammettere. 

Se ciò non avvenga, la suddetta limitazione non ha alcun senso e può darsi 
benissimo che per una data equazione differenziale il numero (n+ll(n+2)- 1 rie- 
sca minore del numero (n — 1) (Pi + ^p, + 3ps + . . . + rp|.): la celebre equazione di J a- 
cobi ne è un caso. 

4. 

Occupiamoci ora della integrazione della: 

a(x y) da + P(aj y) dy =0 (1) 

per mezzo di funzioni lineari; cioè proponiamoci di trovare le condizioni che devono 
aver luogo fra i coefficienti che entrano nei polinomi à ^ di grado n , affinchè la 
primitiva della proposta si presenti sotto la forma : 

essendo a la costante arbitraria, 

♦il = » + Pfl/ + P'i I l'i 2 = » + P2I/ + P'i 1 • • • > 4'i«4.i = 35 4- p^^y + p'^,.1 , 
e Pi Pi . • • p\ p't V • P»+i ^f ^t • • • ^n+ì quantità da determinarsi. 
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A tal uopo partiremo dalla dUTerensiale: 

e dalle relazioni che nasceranno scrìvendo che i coefficienti dei termini simili ia 
questa e nella data sono proporzionali, ricaveremo da prima le incognite 

Pi Pt ••• P«4f , m, ti4 ... tn.^, , p', p\ ... p'^, ; 

indi colle rimanenti relazioni esprimeremo le richieste condizioni di integrabilità. 
A riguardo di che giova osservare che si può sempre disporre di uno degli espo- 
nenti fn, IH, ... m^^^ in modo che il fattore di proporzionalità sia l'unità; che i coef- 
ficienti che si trovano in a ^ sono per supposto indipendenti fra loro; e che inol- 
tre il numero delle incognito da determinarsi non supera mai, finché sia n>0, quello 
delle relazioni stesse. 



5. 



Incominciamo dal caso più semplice di n = I : per esso n' — 1 è nullo , cioè 
non vi sono condizioni di integrabilità. 
Sia dunque : 

(a^ac + o,y + a,) dx + (b^ + b^y + 5,) dy = 
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la differenziale proposta: e si vogliano ricavare i valori delle incognite Pi Pa p« Pt 
m« m, da porre nella primitiva : 



.m 



m* 



(« + Pi » + P'i) '{x + p, y + p'0'"« = a. 



Identificando i coefficienti di dx e dy deUa proposta con quelli della 
m,{x^p^ y ^-p't) d(x+pt y ^p'O + TOi(x+Pi »4^p',) d(x+p, y+p',) = 



si avranno le sei seguenti relazioni 



1) Oo = mt + t»4 



2) fr«=m,p, + mtP, 



a, = iii,p2 + fiHp, 



4) 6, = ni,p,p, + nitPiPi 



5) «t = ««iP'i + *»hP\ 



6) 6i = m,PiP't + WiPiP'i, 
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dove si osserva che le tre 2) 4) 6) si ottengono dalle 1) 3) 5) ponendovi m,p«, , .mtPt 
in luogo di m, m^ rispettivamente. 
Dalle prime quattro si ottengono: 



o, + 5, 



6i 



a. 



e perciò Pi ,pt sono le due radici della equazione: 



OoP* - (<»i + K)P + 6i = 0. 



Inoltre dalle 1) 3) si ha facilmente : 



m. = 



1 

Pi 



0» 



1 
p< 



1 



Pt 



m,= 



1 

Pi 



1 
Pi 



1 

P> 



e dalle 5) 6) affatto anàlogamente : 



P',= 



Pt 



m. 



1 
Pi 



a. 



Pt 





o. 


1 




m' — 


6. 


Pt 




Pt — 


1 


1 




ro, 










Pi 


Pi 





6. 



Sia ora la equazione: 

(aaX*+?o,asy4Hi^»+?o,x+2a4i/+o^cte+(6,a5H26,a5y+ò,|/«+26aaJ+264i/4-6,)dy=6. 

Per questo caso le condizioni di integrabilità sono tre ; e le relazioni scaturienti 
dairidentiflcare i coeflioienti di (te e dt/ dalle ore scritte con quelli della differen- 
ziale della : 



(as + p,i/ + p',)™* (X + PjV + p',)'"^» + PtV + P'j)*"* = o, 
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SODO : 



ff^ = m, + fii, 4- iMj 



bg = mjPi+iWjPi+m j). 



2a, = in, (P2+p,)+m,rpi+p5)+mj(p,+?}j) 



26, = m,pi(p,+p,)+ecc. 



ffj = m. PiPa+^^PiPs+WjP^p, 



6j = fn,p,p2Pj+ecc. 



2a,=tii,(p',+p',) f mj(p',+p',)-hm3(p\+p',) 



263=in4Pi(p',+p'3)+ ecc. 



2a^=m|(pjp'3+p3PV+wii(/i,;/,+p,p\)4-m,(p,p',-hp,p',) 26,=ni4p,(p,p'3+p,p',)+ecc. 



_•*• «i' «i' 



' .v/ 



.' m^f 



Os^wif P iP s+^»P iP j+wIjP'.p', 



&5=miPip'2p',+ecc. , 



dorè è da osservare che quelle aventi a primi membri le quantità 6« 26, . . . ò^ , 
si deducono dalle altre scambiandovi fn^m^m^ in m,p, , ffi^p, , m^p, : tralasciamo 
perciò di trascriverle per disteso. Da quelle i cui primi membri sono i coefficienti 
dei termini di grado più elevato in x j/ si ricavano facilmente: 



2a.+6a «1+^6, 

Pi+P2-HP3= : PfPj+PiPj+PtPs = 



n. 



a. 



PiPiPa^r^, 

**0 



e sono per conseguenza p, P2P3 le tre radici della: 

OoP» - (2a, + 60) P* + («1 + 26,)p - 6j = 0. 



Oltre a ciò ponendo 



A = 



1 



Pi +Ps Pi+ft P1 + P2 



PtPs 



PiPs 



PIPt 



dalle prime quattro qui scritte si ottengono 



t?i. = 



A(t) 



«»• = 



A(«) 



A(») 



ms = ^, 



intendendo con A<*) A^') d^') ciò cbe diviene d quando agli elementi della prima, se- 
conda, terza colonna si siano surrogati rispettivamente i tre termini Oq 2a, a,. 

Per avere poi le espressioni della quantità p', p\ p'^ ordiniamo rispetto ad esse 
i secondi membri delle relazioni che hanno per primo membro 2a^ 2a^ , 26, 264 cioè 
i coefficienti dei termini di grado immediatamente inferiore al massimo nella equa- 
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zione diiTerenEiale; da esse ricaveremo facilmente: 

2^3 = p'i(W2-f m3)+p'j(m4+ma)4-p'3(wh+mO 

2(0^+63) = p'i(m3+ma)(p,+p3)+p'3(m,4-m3)(p4+P3)f p'3(m4+m,)(p4+pj) 

264 = P'i(»n»+m3)p,p3+p'j(m,+m3)p,pj+p'3(fiii-hm3)p4P3 , 

le quali risolte rispetto ai simboli p^itn^t^fn^) jP\{nh^-\-m^) yp'^{m^-^mf) presi come 
iucognite somministrano : 

intendendo con A(«) A^^) A(3) ciò cbe diviene il determinante A di poc'anzi, ove agli 
elementi dclk prima, seconda terza colonna si sostituiscono rispettivamente i se- 
guenti: Sa, , ^(a^ + 63) , 264. 

Potendo ora noi considerare le quantità p, p^ p, p\ p\ p\ m^m^m^ come affatto 
determinate, sarà facile esprimere le tre condizioni di integrabilità relative a questo 
caso particolare. Perciò teniamo presenti le relazioni ^a^',^b^,'2a^^'2b^ya^fi^, e con- 
sideriamole successivamente 4 a 4 come tanti sistemi di 4 equazioni lineari rispetto 
alle tre quantità m« m^ m^ prese come incognite : otterremo i tre determinanti qui 
rappresentati : 

2a3 p\ + p'3 P'i + P's P'i + P'i 

2ft, 



2Ò4 
a. 



Pi (P't + P's) 


Pi (P'i + P'j) 


Vi (P'i + P'i) 


(P«P'j + PsP't) 


(PiP'j + PjP'i) 


P.P'i + P,P'i 


Pi (PiP'a + PsP'») 


Pt (PiP'j + P.P'i) 


Vi (PiP'i + P»P'*) 


P'rf»', 


P'.P', 


P',P', 


Pi P'jP'j 


P» P'iP'j 


Pj P'iP't 



= 

= 



6s PiP'aP's PiP'iP'j PaP'iP't =0. 

Questo caso di n== 2 fu trattato anche dal Sig. A. Winckler e stampato nel 
SilzungiberiiM del 9 Giugno 1871 deU' iccodemia deUe scienze di Vienna: i ri- 
sultati da esso ottenuti benché alquanto diversi nelle forme coincidono perfettamente 
con quelli del presente paragrafo. 

7. 

Consideriamo ancora il caso di 71 = 3 : per esso le condizioni sono otto. 
Sia perciò F equazione differenziale: 

(a^«4-3a,x*|/+3aja5i/Ha3i/H3a4a5*+3a3irj/-f 3aei/H3a,x+3agj/+a,) dx + 
(6oS]DH36,a5*2/+36tacj/«+632/'+364a;H365a5«/+36el/* f 36,05+36,2/ -i-^) dy = , 
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e si vogliano trovare le condìzioai affinchè questa equazione ammetta una primitiva 
della forma: 

e determinare altresì le incognite Pi . i • p* p'i . . . p\ m, . . . m^, 

Per brevità indicheremo con S C, t, . . . (,. quella espressione che scaturisce dalle 

r 

somme dei prodotti delle lettere (, /^ . . . <,. prese ad r ad r col distribuire sopra ciascun 
termine di essa s apici in tutti i modi possibili. Così : 

f 

2 PiPtVi = PiP'a + p\Pt + PiP'g + p',p, + PsP'i + p'sPi- 

Ciò posto le relazioni di identità corrispondenti a questo caso sono le 20 se- 
guenti : 

3a, = m, S PjPjP^ -f m» Z p.p^p^ + m, 2 p.p^p^ 4- m^ 2 p^p^p, 
« i « 1 

Ut = wii 2 PaPsP^ + mj 2 p^PjP^ + m, 2 p,p,P4 4- m^ 2 p^p^ , 

t 2 2 S 

a, = m, 2 ptpjp^ + m^ 2 p.p^p^ + w, 2 p.p^p^ + m* 2 p,p,p, 

3 3 8 S 

Sa^ = t)i« 2 PjPjP^ + m, 2 p.pjp^ + m, 2 p^p^p^ + m^ 2 p,p,p, 

* « I t 

I I 1 I 

3a, = wii 2 PjPjP^ + m, 2 p,p,p^ + m, 2 p^p^p^ + m* 2 p.p^p, 

2 2 1 2 

3ae = wii 2 piPsP* + tn, 2 p»p,P4 + m, 2 p,PiP4 + m^ 2 PiPjPj 

' S S 8 

3a, = W| 2 P2P8P4 + m, 2 PiPjP^ + m, 2 PiPtP^ + m^ 2 PiPjPj 

3a« = flit 2 PjPjP^ + i?j, 2 p^p^p^ + m, 2 p.p^p^ + m^ 2 p,p,p, 

* • 3 s 

3o, = w, 2 p,p,p4 + m» J p,p,p» + m, S p,p,p^ + m» I p,p,p. 
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le altre dieci relazioDÌ, quelle cioè aventi a primi membri b^ , 3b| , 36^ > . » • bg si ot* 
tengono anche qui dalle già scritte scambiandovi m^jm^^m^j m^ in Pi^i , Pstn^ , 
Pitn, y p^fn^ rispettivamente. 

Dalle relazioni a^ , 3a, , ia^ , a, , Jb^, 36, , 36^ , b^ corrispondenti ai coefllcicnti 
del gruppo omogeneo di grado più elevato in x ed i/ si hanno : 



^ PtPiPsP* = —^ — ^ 
2 PiPiPsP» = -^-i — - 



», 3a. + 36. 

? PiP»P«P4 = —4 

r ^ 

2 PiPtPjP* = -— I 

4 1*0 



e però Pi » Pt i Pi » P4 sono le quattro radici della equazione : 

OoP* - (30| + bo) p* + (3a, + 364) p» " (a, + 3b,)p + b, = 0. 
Dalle prime quattro si ha, *posto: 



A = 



1 



1 



S PlP8P4 

1 


2 PiPsPi 


2 P,PlP4 


S PiPiPs 

1 


S PiPsPi 


2 PIP8P4 


£ P«Plp4 


2 PiPiPa 


f PiPsP* 


2 PiPsP* 

8 


2P1P2P4 


£ PiPtPi 

8 



m. = 



A(0 



Wt = 



A(*) 



mii = 



A(a) 






dove con A^^^ A^*) A^'^ A(^) si intende ciò che diventa A surrogandovi la priroaj seconda, 
terza, quarta colonna con quella formata dai termini a^ , 30, , ia^ , a,. | 

Per ottenere le espressioni delle quantità p', , p', , p', , p\ ordiniamo rispetto ad 
esse i secondi membri delle quattro relazioni i cui primi membri sono i coeflicienti 
dei termini di grado immediatamente inferiore al massimo; avremo da esse facil- 
mente le seguenti: j 



3a4 =p'| Zm^m^m^ 



I I I • 



3(as+64)=p'i £ » • 2PiP8P*+P'j£ » 2:PiPaP4+P'8 S » 2PiPiP4+p'4 2 » IPiPiPj 

Il 11 II II 



3(ag+65)=p\ S » • 2 



» H-p\£ » £ » +p's£ » £ » +p'4£ » £ » 

I t I S 1 t 



3b« 



=p', E D • S 

I 8 
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» 



+p', S » S » +p'^ S » ? » +P'4 2; » E » 



s 



I 8 

11 



e quindi : 
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1 



'M 



p' = "v^i p' — 



f 



P'3 = 



^) 

A £ m^i^m^ 



P\= 



A £ i7i|Yii|tn| 



intendendo con A(f) , A(2) , A^,) , A(4) ciò che diviene A surrogandoti la prima, se- 
conda, terza, quarta colonna con quella dei termini: 

Sa* , 3(a^ + b^) , 3(fl« + 65) , ìb^. 

Affatto analogamente al precedente caso di n = 2 , le otto' condizioni relative al 
presente si potranno esprimere eguagliando a zero gli otto determinanti che si ot- 
tengono colla permutazione deDe linee della matrice seguente: 



30» 


1 

2PiPaP4 


1 

2p 

t 


iPaPi 


SPiPiP* 


1 

2PtPiPa 
f 


364 


Pi 2 
1 


» 


p,S 


D 


Paf 


u 


p»Ì » 


3(1, 


1 

£ 
. 1 


D 


t 

£ 

t 


» 




» 


1 

£ » 
t 


36, 


1 


» 


P.i 


D 


PaS 


» 


P«2 » 


3a, 


ì 

s 


S 


f 

£ 
s 


» 




» 


1 

£ » 

s 


36, 


P.i 


» 


p,£ 
s 


» 


PaJ 


» 


p«5 » 


• 

Za, 


t 
t 


» 


£ 

t 


» 




» 


£ » 
t 


36, 


t 


D 


PfZ 
t 


)) 


Pa^ 


» 


P»S » 

t 


3a, 


s 


D 


1 
£ 
a 


» 


w 


» 


t 

£ B 

> 


36, 


p,Ì 


» 


p,2 





p,S 


» 


p,£ » 

a 


<h 


s 


» 


a 
£ 
a 


» 


• •• 


» 


i » 

a 


b. 


p.i 





PfS 


» 


PaJ 


» 


p*| » 



= 



= 



= 



= 



= 



= 



= 



= 0. 
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Ciò riesce evidente se si considerano le relazioni Sa^ « 36^ , ... , a, , bg cinque a 
cinque come tanti sistemi di equazioni lineari a quattro incognite m, ,m2,ni3,rn4. 

Va poi notato che questi risultati comprendono come caso particolare quelli del 
paragrafo precedente per n = 2; basta porvi p^ = p\ = m^ = qcc. 

8. 

É superfluo l'esporre anche il caso di n = 4: la simmetria dei risultati On qui 
ottenuti ci permette senza esitazione di generalizzarli colla seguente proposizione. 
Una equazione differenziale: 



a(x y)dx + p(aj y)dy = 



(1) 



in cut: 






ammellerà una primitiva algebrica della forma: 



Ylf Ylt YIS • • • TI» YIIM-I — ** I 



(*) 



dove 



♦m = « + PiW + P'i . <!'n = a + Pi!/ + P'i.---.'l'i«+i=a5 + P.My+P'«+i . 



quando siano soddisfatte (e n* - 1 condizioni rcuxhiiue nétta seguente matrice 



na', 



n6'« 



na\ 



nò', 



aW, 



6*"), 



SpiPa . . . P.+I 


2PlP3--P«+l • 

1 


JPIPJI...P^ 


1 
Pi^PaPj • • • P»+i 


1 
Pt^PtPa • • • Pn^i 


1 

Pn+i J PiPi . . . Pn 


ZptPj . . . Pn+i 


1 

2PIP». -Pll+I • 




1 

PiSptPs • • • Pll+I 

t 

* 


f 
Pi^PiPa . . . Pn^i 


1 

PlH-l J PiPl • • • Pn 


^PlPs-Pn+l 


fi 
?PiPs--Pn-».t 


• 
fi 

2;p,p,...p„ 

w9 


PlJP»Ps-Pfi+1 


PiJPiPs—Pn+i 


PiM.|2PiPt—Pn 



= 



(5) 



/ 
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formala di D(n + 1) (tnee e di n-^i colonne, e nella qvxde le espressioni come 
£ t| t, . . . tu hanno ti significato slabililo nel precedente paragrafo. 

r 

E le incognite Pi Ps • • Pn^i sono le n+ì radici della equazione : 



«oP 



«-^<- 



{na^ + 60) P* + ('i«ì + n6|) p*"* - ± (a^n + »^ii-i) P T 6«^, = 0. (6) 



J/ioUre, posfo: 



A = 



1 



I PjP3 . . . p«+| 
1 



1 

s 



n 



J) 



» 



1 



1 



2 P1P3 • • • Pin-i ^ PiPj • • Pn 

1 t 



£ 
1 

£ 
s 



£ 

n 



» 



u 



• • • 



)> 



£ 
t 

£ 
s 



» 



» 



£ 

fi 



sono 



A(0 



^Wj = ~^ » • • • I ^^*ii+i = — T~* 



M 



1' — 



A(2) 



A •£1112^3 ••.m„^.| ' A*£f7i|m3...m||^., 



• • P «+! — A %^ 



A(fi4i) 



A*£m(m2...mA ' 
1 



intendendo come sempre, con A^**' ciò che diviene A surrogandovi aMa colonna 
n*"' quella formata coi termini a^ , na, , nas , . . . , a„ che sono i coefficienti delie 
potenze più aUe in x , y di a(x y) ; e simttmenfe con A(,,) cìd che si ricava da A 
sostituendo ai termini della stessa colonna i segv,er^ti : 

na'o , n{a\ + b\) , n(a'j f ò',) ,......, n(a'„_| + 6'».^ , nb'^, , 



che sono formati coi coeffi^enti delle potenze di grado n-l in x,y di a(x y) , ^(x y)- 
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9. 

Benché non si siano eOTettuate nelle n* - 1 condizioni di integrabilità ora scritte 
le sostituzioni delle quantità Pi,Pt9 -• iP'ifP^» -•• P^^ mezzo delle loro rispettive 
espressioni coi coefficienti a^jOi, ...,bo,6| , ... delle (l), tuttavia la forma sotto cui 
vennero poste ci pone in grado di stabilire la seguente importante proposizione 
relativa alle equazioni omogenee: 

Una equazione differenziale: 

a{xy)dx + p(x y)dy = 0, (1)' 

dove a(xy) ^(xy) sono funzioni razionali omogenee e di grado comune n in x ed 

y, ammelle senza condizioni di inlegr abilità una primitiva cAgebrica della forma: 

* 

(X + p,y)''** (X + p^r* (X + p„y)"** (X + p«^.,y)"**^* = a ; (4)' 

poiché in tal caso si gli n* - ! determinanti (5), ed i determinanti numcratopì delle 
espressioni di p', , p'2 » • • • 1 Pn^i hanno tutti una colonna di elementi nulli. Una 
equazione omogenea dunque ammette in generale come soluzioni particolari n + 1 
rette passanti per l'origine delle coordinate. 

10. 

Ma col metodo fin qui tenuto per integrare le equazioni di primo ordine e di 
primo grado per mezzo di funzioni lineari, le supposizioni implicitamente fatte esclu- 
dono il caso in cui il coelBciente Oq del polinomio a(x y) sia nullo (cioè una radice 
della (6) infinita e però alcuni degli esponenti m, m^ . . . indeterminati); e ancora 
il caso che due più delle n f 1 radici della (6) riescano eguali tra loro (epperò 
alcuni degli esponenti stessi m| m,. . . infiniti). 

Volendo dunque dare una forma più significativa alla primitiva anche per questi 
casi di eccezione, e per ora limitandoci a considerare quello particolarissimo della 
omogeneità dei polinomii a p, integreremo la equazione (1)' in modo più generale, 
col noto metodo della separazione delle variabili, mediante sostituzione. 

Sia dunque la equazione omogenea: 

a(a 1/) ctc + P(a5 y) dy = 0. 

Si sa che, ponendo x = 1/^ essa prende la forma: 

dy a{l) di 
y p(0 + to(0~ 
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e che eguagliando a costanti arbitrarie l'integrale del primo membro si ottiene la 
primitiva completa. 

Grazie alla sostituzione or fatta, i polinomii a ^ prendono la forma: 

a(0 = Oot* 4- nai i*""* + na^ «•"* + • . . + a,j 

P(0 = b^r + nò, t""« + nh, «*"« + . . . + 6» . 

e allora Tintegrale completo della proposta diviene : 



ossia 



'^*f ^ "^i OoP"*' ^ (no, 4- 6o) p + (na, + nb,) p*"* - . . . T 6^ ^^ " ' 

dove si è fatto t = - p. 

É chiaro che la quadratura qui indicata, e quindi Tintegrazione della equazione 
proposta, dipende dalla risoluzione della equazione: 

che non è altro che la (6) ; e che per conseguenza, dette p« Pt • * • Pji+f le n + 1 
radici di essa, e per adesso supponendole tutte finite e distinte, F integrale riesce 
la somma di u + t altri, di cui il generico, cioè quello corrispondente ad una qua- 
lunque radice p«, è: 



ossia 



ri , X , /x . \w. 



essendo in generale : 



^ OoPt* - no, p/-« 4- ng, p,*"» - ± a^ 

* (n + 1) do p,* - n{nai + 6o) p,*'* + T 6,, 

per la nota regola dello spezzamento delle frazioni razionali. 
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L'integrale completo in parola sarà dunque 



logi/f 2 logl — '^p,) ' = 41, 

fai \ 2^ / 



ossia 



[«=»H-1 T 
'"il "J 



0, finalmente, siccome si può disporre di uno qualunque dei coeiScientì Oq , a| , ... , 
^0 9 6| > ••• 9 6» come ci aggrada, e quindi di uno degli esponenti t7i| ^m, , ... , m^^, 
a piacimento, come sarebbe a dire in modo che sia: 

«sll-l-f 

rintegrale completo suddetto sarà: 

(05 4-p, yf^ (X + Ptyf^ (» + Pi.yr'* (« + P1.+1 «r*"* - ^^ » 

il quale coincide perfettamente col (4)' ottenuto per altra via. In tal modo noi ora 
possiamo dichiarare che questa ultima è in generale la espressione deUe primitive 
complete per ogni equazione differenziale omogenea detta forma (1/: ed asse- 
gnare eziandio le forme di essa primitiva anche per quei casi eccezionali circa le 
radici della equazione (6), i quali, come già dicemmo, erano stati messi in disparte. 
Cosi se fig - , rintegrale completo : 

'°^^ V ao^-(na.Oo)p''-H...T6, ''^ = '' 

diviene, dette Pi * Pi 9 • • • 9 p« le n radici della : 

(nOi + 60) p* - n{a^ + ò,) p*" • + . . . ± 6» = 
della forma: 

(a; + p,y) *(aJ4-Pti/) * (ac + P^y) * = » 

in cui M, Ms . . • IHf^ si ottengono come nel precedente caso. 



KM)( 

Cosi pure se o delle n + I radici della (6) diventino eguali a p^ , afremo : 



(JaO ^. f^n+i 



J ..P--(na.tt.)p-t...ìt. '»'|i/»^''^-'§^'^'"'' 



in cui Ng ed m« si sa come determinarle; e F integrale completo sarà: 



jog y + log {f + voY' + r A_ (p _ p,).-« ^ -r log (?- + p,)"'» = u ; 

insomma esso sarà della forma: 

Aggiungiamo cbe se due o più radici p siano complesse, si potrebbe anche evitare 
intervento degli immaginari nella espressione della primitiva completa, ricorrendo 
alle note regole di integrazione dei differenziali razionali della forma 

Lp + M 



(P« - ap -f py 



11. 

Da ciò cbe precede è manifesto che la integrazione della (1) in forma della (i) 
dipende dalla risoluzione di una equazione algebrica di grado n+1, l'equazione di 
cui sono radici le quantità Pi,Pt v» Pn^-i- Ma v*ha un caso in cui questa risolu- 
zione può essere risparmiata; e ciò quando fra i coefficienti delle potenze di grado 
massimo in ac ed y della (l) abbiano luogo oltre le n* - 1 (5) le seguenti relazioni: 

poiché allora, come è facile riconoscere dalle relazioni di identità, le quantità 
fTii , ms y • . . } m^+i direntano lunità e la primitiva (4) diventa : 

(» + Pi!/ + p'i)(x + p,»4p'i)(aj + pa» + p's).. . (aJ + Pn^, » + p'»4.i) = ^ 
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cioè razionale intera, di grado n + 1 ; od anche della forma : 

f t « «+i 

+ a5"Ip,P2...p«^, + aj"-«yZp,p,...p«^,4-... + 2 p,p,...p«+, = ii , 

doTe tutte le sommatorie, trattane Fultima £ Pip,- -Pn+i che si può compenetrare 

nella costante ^ stessa, sono somministrate in parte dai coeiTicienti della equazione 
in p (6), e nel rimanente dalle relazioni di identità. 

In particolare se a{xy) ^{xy) sono omogenei, la primitiva diventa: 

x«^« + a;"ylp,pj...p^, +a;«-V-PfPi .Pn+i + . . f !/*^' £ PtPt-Pn+f = ^ . 
ossia : 

a^a;*+H(wa,4 6o)aj"y+(no,+n60a'"V+ •• +('»n-i+w^-i)aJ!/*+(aii-i+»ft|i-i)!/*'^* = fl. 

In queste circostanze la risoluzione della equazione (6), e cosi anche il calcolo delle 
quantità p\ » p't « • . . » p'n+% t possono dirsi effettivamente risparmiati. 

# 

12. 

Ripigliamo T equazione dell'art. (8) 
(aoa5»+na|a5*"«y+natX*" V+- • +«n!/"+wa'^*-«+?ia'|X"'*j/+. . .+a<*>o)cfa; + 

e supponiamo che Ara i coefllcienti delle potenze di grado più elevato in xy ab- 
biano luogo le seguenti relazioni: 

tto a, 0, ' " o^ tt.4., ■ 
Si vede facilmente che l'equazione (6) diventa: 

(OoP - *a) [«oP* - no,p*-« + na»p""^ - . . . Tna^^p ±a^iJ = 0, 

K 
cioè una delle radici è separata ed è : Pf^^^ = —- . 

"o 
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Quanto alle n rimanenti si ha evidentemente : 

2PiPr-Pji = -;r 2p,p,...p» = — 5 . . . i.PiPt-Pn= ^^ 

e degli esponenti t7i|,m2,...,mj,^.|, tranne Fultimo che è: m^^i^a^, tutti gli altri dì 
ventano nulli; e però delle quantità p'i9P'i».*.,p'tt+i Fultima acquista il Valore p'„^,= oo. 
Sembrerebbe quindi che la primitiva: 

(a? + p, y + p',r* (a + Pty + P'ir* (» + Pii+i» + P'»^ir*^* = » 

dovesse perdere significato; ma poiché 1 prodotti m,p'|^| , tnjp'^^i , ... , m^'i^^ de- 
vono assumere valori finiti, prendiamo in considerazione la primitiva sotto la se- 
guente forma: 



(X + p,j/ + p'.r*''''^' (X + p^ + p',)"^'''- 






PVl 



Allora ponendo: 



M| = m«p'|^, M, = fw,p',^| . . • M„ = m„p'in., , 



ed osservando che il fattore 



r g + Pm^iy Vt 



fW-l 

P'n+I 



coUIngrandire dì p'^i tende ad e* ^•+»^^ avremo la primitiva: 

» 
(® + Pi2/ + P\)^Ma5 + P,y + p'i)^*...(x + P»y + p'J^*e'*»^*^''»^^^=a. 

Non rimane dunque a farsi che la determinazione delle quantità M| M^ • . . K» ; 
il che non presenta difficoltà avendo noi già ricavato per ciascuno dei fattori 
m« , m, , . . . , m,i y Pi , p, , . • . . p„ le rispettive espressioni. 

Applicando queste considerazioni al caso particolarissimo di n = 1 si ha la pri« 
mitiva trascendente: 



J 



dove: 

Questa primitiva si può scrivere: 






od anche : 



>]a = e^ 



dove: 



Oltre a ciò Tequazione difTerensiale in parola, cioè la: 

(oo 05 + Oi 2/ + a^) cte + (60 a; + 6| 2/ + bt) ^2/ = 
si può scrivere anche: 

\a^x + a^y + "*°''^^ * 1 [a^ dx + 60 dy] + M, [ao (te f a, (ti/l = 

opperò, per la notazione fatta, scrivere : 

>]d5 - d>] = 

Questa, prese S , >] come coordinate ortogonali, è Tequazione dilTerenziale della linea 
di sottotangente costante, di cui le logaritmiche )]ix = e^ ,come si sa, fanno parte. 
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lòIOEK/OHE 



SOPRA UNA CLASSE IMPORTANTE DI FUNZIONI MONODROME 



PKL 



Dott. SALVATORE PINCHERLE 



Presento nella prima parte di questa Memoria un saggio di una nuova tratta- 
zione della teoria delle Funzioni Ellittiche, non al certo tale da prender posto fra 
le esposizioni che solitamente si danno di quella importantissima teorìa, ma che 
forse non sembrerà del tutto oziosa a chi consideri che essa riduce lo studio delle 
funzioni ellittiche a quello di nuove funzioni che godono di proprietà analoghe ma 
più semplici per molti riguardi. La nuova classe di funzioni che ci occuperà più 
specialmente acquisterà maggiore importanza dalla proposizione ohe forma l'oggetto 
della seconda parte del presente lavoro, proposizione che dimostra essere queste 
funzioni insieme colle ellittiche le sole che permettono di soddisfare ad una impor- 
tante relazione di natura algebrica. 

I. 

Le funzioni monodronne aventi la proprietà f(x) = f(cax). 

1. Una funzione y di una variabile x affatto libera, o complessa, verrà detta 
analitica se neirintomo di^ un punto x^ del piano rappresentativo della x vale per 
la funzione uno sviluppo della forma 

(1) m = cjx-x^r + o^^^ix-Xo^^' + c«^.t(aJ-Xo)'"^* + • • • 

dove m è un numero intero, positivo o negativo. Basta che la funzione ammetta un 
simile sviluppo neirintorno di un punto perchè essa possa dirsi funzione di variabile 
complessa nel senso Riemanniano e perchè si possono dedurre sviluppi analoghi per 
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rintorno di altri punti: e la proprietà espressa dalla (I) si enuncia dicendo che la 
funzione ha per Tintorno di Xq il carattere di funzione razionale (*). 

Se m = , Cq è uno dei valori della funzione per ce = Xq ; se m è un numero 
positivo, la funzione è nulla deirordine m per x -Xo , e se m è negativo, essa è in- 
finita delFordine -m ; ma né nelFuno nò neiraltro caso x^ andrà considerato come 
posto singolare per la funzione. Invece Xq sarà posto singolare se non sarà possibile 
di ottenere uno sviluppo della forma (1) per la funzione nelFintorno di quel posto. 

Infine una funzione si dirà monodroma se neirintorno di tutti i posti, meno i 
singolari, esiste uno sviluppo ed uno solo che risponda alla definizione, comunque 
data, di quella funzione : invece essa si dirà polidroma se sarà possibile assegnare 
per la medesima più sviluppi della forma (l) neirintorno di un medesimo posto. 

2. Richiamate queste proposizioni sulle funzioni in generale, passiamo ad enun- 
ciare nei seguenti termini la prima delle ricerche che ci proponiamo: 

« Esistono funzioni analitiche monodrome aventi il carattere razionale nelFin- 
(( torno di tutti i posti-valori della variabile, eccettuati posti singolari in numero 
R finito, e dotate della proprietà espressa dell'equazione 

(2) (p(ac) = 9(waj) , 

a dove co è un numero costante ? » 

Adopreremo in ciò che segue la lettera 9 maiuscola, minuscola ed anche affetta 
da indici a denotare tali funzioni; e prima di dimostrarne resistenza e di studiarne 
le proprietà sarà d'uopo cercare a quali condizioni deve essere soggetto il numero 
(I) , che diremo mo{/tpttca(ore. 

3. a) Se si ha 

9(ac) = (p(wa3) , , 

V 

ne conseguirà naturalmente 

(f{x) ^Cw^^x) , 

dove n è un intero qualunque positivo negativo: se dunque esiste per una fun- 
zione un moltiplicatore io, ne esisterà un'intera serie 

(3) IO, , (xi^ , (O3 , . . . , Wj^ , • . . 

la quale consta per lo meno di tutte le potenze intere di uno di essi. 



(*) V. Casorati. Teorica deUe Funeioni di variàbile complessa. Pavia, 1866. 
Cfr. Weierstrass, ueber eindentige functionen, Berlin , 1877. 



b) Si supponga ehe nella serie (3) si trovino moltiplicatori vicìiH tanto quanto 
si vuole all'unità: posto 

si troveranno per le t|^ valori piccoli quanto si vuole. Sia ora Xq un valore non sin- 
golare di a? e tale che ?(a;o) abbia un valore Anito e difTerente da zero: sarà 

ma, potendosi prendere h tale che x^ + e^cco sia compreso in quelFintorno di Xq entro 
cui vale lo sviluppo (1), sarà 



e quindi dovrà essere 



6i^aJo[?'(a5o) + ?"(a5a)^+...] = 0. 



Ma è noto dai principii della Teoria delle Funzioni ^^^ si può sempre determi- 
nare un tale intomo del posto Xq che entro il medesimo la serie di potenze di x-Xq 
non sia mai nulla, o lo sia tutt*al più nel solo posto Xq , a meno che non siano zero 
tutti i coefficienti della serie : e quindi se Zf^ può essere piccolo quanto si vuole 
senza essere nullo, Xq + tffic^ può cadere in qualunque intomo di x^ e la serie tra 
parentesi della formola precedente dovrà essere identicamente nulla, il che non es- 
sendo, si deve concludere che le quantità s^ non possono diventare piccole quante 
si vuole, ossia che i moltiplicatori di una funzione f (ce) non possono avvicinarsi in- 
definitamente all'unità. 

e) Esaminiamo il caso di un moltiplicatore avente per modulo Punita; sia per- 
tanto 

dove r è un numero reale. 

Sia prima r commensurabile: potremo scrivere 

"" UT 
dove m ed n sono numeri interi primi fra loro, e sarà 



In tal caso la proprieti 

f (OS) =s ^{ijèX) 

non può essere oggetto di alcuno studio speciale: basta che F(z) indichi una fun- 
zione inonodroma qualunque con un numero finito di posti singolari perchè , posto 

ff{x) = F(x-) , 

la funzione 9(x) ammetta quella proprietà. 

Sia invece r incommensurabile. Sviluppando questo numero in frazione con- 
tinua esso sarà compreso fra due ridotte consecutive — ed -7 , 

m m' 

— <r<—r, 
n n 



dove si può sempre supporre 



mn' - m^n = ± 1 , 



e si avrà in valore assoluto 



m 1 

*• < — ;* 



ossia 



»• = — + — 7» 



dove è un numero reale minor d'uno in valore assoluto. Sarà pertanto 



?(») 



= <p\C »/ 



per qualunque potenza intera p : e fatto p = n 



9(a;) 



= 9 \e »/. 



Qui a ha un valore minore deli* unità mentre n' si può supporre grande quanto 
si vuole, percui il moltiplicatore sarà vicino ad 1 quanto si vuole» il che non può 
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essere per ciò che si è dimostrato al b) ; non si potrà quindi ammettere che la 
f(x) abbia un moltiplicatore della forma e*''^S se r è incommensurabile. 

4. Dalle cose dette al $ precedente risulta che converrà tener conto dei soli 
moltiplicatori aventi un modulo diverso dall'unità : ma se co è un moltiplicatore» 

Io è anche -- , e potremo dire che basterà tener conto dei moltiplicatori aventi un 

modulo maggiore dell* unità* La funzione assumeranno stesso valore nei posti della 
serie 

(4) co"*a; , W , se , wx , co*aj , w'x, . . . 

infinita nei due sensi. Diremo per brevità che i varii posti di questa serie sono 
congrui ad x (e fra loro) rispetto al moltiplicatore co. 

Risulta di più che una funzione ff(x) avrà per posti singolari i posti as=0 ed 
03 = 00, e quelli soli. Che debbano essere singolari risulta dal fatto che i posti 
della serie (i) si condensano indefinitamente neir intorno di x = ed os = oo, il 
quale fatto basta a caratterizzare un posto singolare (*). 

Che quelli siano i soli posti singolari risulta da ciò, che se ve ne fosse un'al- 
tro Xo j sarebbero pur singolari tutti i posti congrui ad a?^ rispetto ad co, cioè la 
funzione ^(x) perderebbe il carattere razionale in infiniti punti, contro T ipotesi 
stabilita a § 2. 

B. Importa ora rispondere alla seguente domanda: 

» Sotto quali condizioni due diversi numeri 

co = pe*<^ , co' = p'e*«' 

tt potranno essere moltiplicatori di una stessa funzione <f{x) ? 

A quest* uopo serviranno le due seguenti proposizioni : 

Teorema I. « Se e*^ , e*^' sono due moltiplicatori di una funzione, aventi per 
« modulo r unità, esisterà sempre un terzo moltiplicatore e^ avente per modulo 
a r unità e tale che 

dove (Ji e |Ji' sono numeri interi o. 

Infatti si ha per il $ 3, e) che deve essere 

= 2Tir , 0' = 2icr' 



(*) Weierstrass, memoria citata, § 1. Cfr. Casorati. Con determinato in^* 
torno di 0?=:^ intendo 1* insieme dei posti del piano rappresentativo, esterni ad an 
cerchio di determinato raggio. 
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I 

essendo r ed r' numeri razionali, percui il rapporto : 6' sarà pure razionale ed 
esprimibile colla frazione irriducibile —,. Posto quindi 

ir 

6 

sarà 

= jjLi , 6' = jjt't. 

D'altra parte se e^^ , e*^' sono moltiplicatori di una funzione, sarà moltiplica- 
tore pure 

per valori interi qualunque di s ed s\ ma essendo |x e ]&' numeri interi primi fra 
loro si può sempre determinare gì* interi 8 , s' in guisa che 

8|i - sV = * » 

e cosi risulta che e^' è un moltiplicatore della funzione, e. d. d. 
Teorema II. « Se 

w = pe** , w' = p'e**' 

K sono due moltiplicatori qualunque di una funzione, essi si potranno sempre porre 
e sotto la forma 



cu = a»* e'^^ , co' = n»^' e»^ ^ ^ 

a dove o ed e*' sono moltiplicatori della funzione, t 6 un numero reale e p^ , (t' , 
a V , v' sono numeri interi a. 

Dimostrazione. I. Esisteranno sempre due numeri interi |i e pi' tali che sia 

Infatti, se co ed co' sono moltiplicatori della funzione (f{x) per la quale si sup 
pongono verificate le proprietà enunciate al § 2, sarà pure un moltiplicatore la 
quantità 






dove (t e pi' sono numeri interi per ora indeterminati. Indicata con u la quantità 
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itivà -^ , se ne prenda il logaritmo naturale 

10gU = JJL'10gp-JillOgp' 

e si svolga il quoziente dei due logaritmi in frazione continua : se , ^ sono due 
ridotte consecutive, sarà 

P < !^ < El 
q logp' q' • 

dove 

pq'-gp' = ±t , 

ossia 

logp ^p ^ Q 
logp' q qq' ' 

essendo o un numero positivo, nullo, o negativo minor d*uno in valore assoluto, 
talché 



(a) logu = logp' ^ |a'? + ji^, - jji) , 



e qui distingueremo due casi. 

1^ Gaso. Il rapporto p^, sia incommensurabile ; allora o non sarà mai nullo 
ed i termini delle ridotte si potranno fare grandi quanto si vuole : si faccia ora 



ji' = g . jA = p 



e verrà 



(6) iogu=«-M£:. 

e quiy essendo q' grande quanto si vuole, sarà logu piccolo quanto si vuole ossia 
u vicino ad 1 quanto si vuole. Ciò significa che prendendo per - le successive 
infinite ridotte della frazione <^ontinua, si avrà per u una serie di valori 



i W| , II, , M 



s » 
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anche, essendo le ij^ quantità positive, 

e fra le Uj se ne troveranno infinite che differiranno da 1 meno di qualunque quan- 
tità data, ciò che è lo stesso , si troveranno infinite )]| che saranno minori di 
qualsiasi numero dato e. Ha per la definizione delle u, la funzione ff(x) ripiglia lo 
stesso valore nei posti della serie 

• ■ 

(e) «0 » (^ + nò e*'* ajo , (1 + nt) e*'* «o i • • • » 

dove T| , Tj . . . sono quantità reali : se ora ^^ ^ il modulo di Xq e si considera la 
corona circolare compresa fra i cerchi di raggi 5© © 5© + ^So » si troveranno nella 
serie (e) infiniti posti i cui moduli 

(1 + ni) 5o 

saranno compresi fra So ^ ^ + ^^o ^ <^be pertanto cadranno nella corona circolare 
considerata. Cadendo adunque in essa corona infiniti punti in cui la funzione prende 
lo stesso valore «(Xq), vi si troverà necessariamente un punto X colla proprietà che 
in qualunque suo intomo cadono infiniti punti in cui la funzione piglia lo stesso 
valore ?(aCo)» e quindi C) quel posto sarà posto singolare per la funzione. Ha dal 
§ 4 si sa che la funzione ha per posti singolari x=^0 ed x=oo , e non altri: non po- 
tendosi pertanto ammettere l'esistenza di un tal punto X, si deve escludere r ipotesi 

che il rapporto ° , sia incommensurabile. 

2® Caso. Sia dunque il rapporto p^ commensurabile : in allora il numero o 
si può annullare nella (a), e posto ancora 

viene 

logli = , M = 1 , 
ossia 

dove |J^ e ]&' sono numeri interi primi fra loro. 



(*) Weierstrass, loc. cit. 
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IL Ciò posto, si faccia 

per valori qualunque dei numeri interi s ed s' la quantità 






sarà pure moltiplicatore di cp(x) : ma potendosi disporre di s ed s' in guisa che 



sjA-sy=±l, 

il più semplice fra questi moltiplicatori sarà della forma 

C3 = re*' , 

e tutte le potenze intere di n saranno pure moltiplicatori della funzione. 
Ora essendo 



iù 



= r»*e** e n»* = r>^ e*>(*^"*'®'> 



moltiplicatori di 9, e cosi 

saranno anche moltiplicatori i quozienti di questi, cioè: 

e quindi per il teor. I del presente paragrafo dovrà essere 

(1 + )f!sy - jt'sO = vV , 

dove T è una quantità reale e v e v' sono numeri interi; da cui, per essersi posto i 
al luogo di 86 - s'O' , viene 

:= Ijt + VX 



J 
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ossia 

e. d. d. 

Risulta dal teorema cosi dimostrato che la funzione f (x) viene ad avere in so- 
stanza un solo moltiplicatore semplice a con modulo diverso dall'unità, ed un moltipli- 
catore col modulo uguale ad 1 : ma potendosi fare astrazione da quellultimo (§ 3, e), 
potremo d'ora innanzi considerare funzioni aventi un moltiplicatore semplice col mo- 
dulo maggiore dell'unità, e tutti gli altri moltiplicatori saranno potenze intere e po- 
sitive di quello. 

6. Riassumendo i risultati ottenuti fin qui, vediamo che ammessa resistenza di 
funzioni ^^(a:) aventi la proprietà 

<f{x) = 9(wx) 

e conservanti il carattere razionale dapertutto, eccettuati punti singolari in numero 
finito, queste funzioni hanno le proprietà: 

a. di avere per valori singolari i soli posti so = ed a? =-. oo , 
6. di non ammettere moltiplicatori della forma e^^*^ se r è una quantità reale 
incommensurabile, 

e. dì avere infiniti moltiplicatori, che sono tutte le potenze intere, positive 
negative di un moltiplicatore unico il cui modulo è maggiore dell'unità ; esse pos- 
sono avere altresì un moltiplicatore della forma e^^'** dove r è una quantità reale 
razionale, ma di cui si può fare astrazione nelle ricerche che seguono. 

7. Se indichiamo, come faremo in ciò che segue, con 



(0 



=^9^ (P>0 



il moltiplicatore più semplice di una funzione ?(cc) , e descriviamo nel piano della 
variabile complessa x le circonferenze di centro x = aventi per raggi p^ , dove h 
è un numero intero qualunque fra — oo e 4- oo , la funzione prenderà tutti i valori 
di cui essa è suscettibile nello spazio compreso fra due consecutive di questa cir- 
conferenze e per conoscere pienamente le proprietà della qp(x) ci basterà sapere 
come essa si comporti entro una di queste corone circolari, che diremo corone 
elementari. 

Teorema. « . Ogni funzione ^(x) deve diventare infinita in una corona eie- 
fl mentare ». 

Dimostrazione. Abbiasi una funzione f (x) la quale, se è possibile, non divenga 
mai infinita in una corona elementare: essa sarà dunque finita in tutto il piano 
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meno che nei punti ed oo , e quindi sviluppabile in una serie della forma 

co 

9(x) = Vaj^ac* = a^^x"^ + a_^x''* + a^ + o^x + a,x* + . 



valida entro la corona circolare compresa fra due cerchi di raggi r ed B e di centro 
x = , dove r si può supporre piccolo , ed R grande quanto si vuole. I coeffi- 
cienti af^ sono dati per la nota formola di Laurent, da 



1 f*' 

0* = 



g^/%(R.e«)e-«'ctt, 



dove B| è un raggio qualunque compreso fra r ed R, e T integrazione si suppone 
eseguita lungo la circonferenza di raggio B|. 

Si faccia ora B| uguale ad una potenza m del modulo p del moltiplicatore, e sarà 



a. = ^r%(p"e-)e-'<«. 



ma 



Ci) = pe*« , 



onde 



ed essendo 



p"* = co^e"*"* 



9(w*a;) := <p(aj) , 



viene, qualunque sia Finterò m, 



a* = 25i^f%(e'('-"»')e-«'d(. 



s 

Indicando con M il massimo valore del modulo di tf{x) in una corona elemen- 

M 

tare, risulterà mod*a/^ < -^ , (h = — oo ,...,+ oo ). 

Si dia ad A un valore determinato positivo, e ad e un valore piccolo a piacere: 
si potrà sempre prendere m tanto grande che sia 

H 
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se H è finito, onde sarebbe 

mod. cij^ < £ ; 

si dia invece ad h un valore negativo, si potrà soddisfare alla stessa disuguaglianza 
dando ad m un valore negativo abbastanza grande in valore assoluto, cioè tutti 1 
coefficienti dello sviluppo 

QO 

sarebbero nulli, il che non è ammissibile. Non può dunque esistere un numero M, 
valore massimo dei moduli di <f{x) in una corona elementare, ossia la f (x) diventa 
infinita in ogni corona elementare, e d. d. 

Corollario. Segue da ciò che una funzione <f(x) assume neir interno di una 
corona elementare qualunque valore. Infatti si dica e un valore qualunque, la fun- 
zione 

1 



(f(x) - e ' 



essendo della stessa natura della <f(x) , deve diventare infinita in ogni corona eie- 
raenlare, cioè <f(x) — e = , ossia ff(x) = e. 

8. Teorema, a Qualunque funzione (^(x) ha sempre tanti zeri quanti infiniti in 
a ogni corona elementare ». 

Dimostrazione. Per un noto teorema di Cauchy Tintegrale 



/ 






esteso al contorno di un campo connesso entro cui la funzione conserva il carattere 
razionale , esprime la differenza trsL il numero degli infiniti e degli zeri di 9 (x) 
(ogni zero infinito essendo contato tante volte quante sono le unità del suo or- 
dine di moltiplicità). Estendiamo T integrale precedente al contorno di una corona 
circolare elementare limitata p. es. dai cerchi aventi per raggi l e p : sarà 



J. «? pe") "^ J„ 9(6") 



9(pe ) ■'o ?0 

Ora 

p = we~** , 

onde 

,(pe<') = 9(we-*« e") = fp(e*(*-«)) ; 
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di più da 



9(wa3) = <f{x) 



si deduce colla derivazione 



9'(waj) = - <f'{x) , ] 



I 



onde 






e gl'integrali precedenti divengono 






ma il primo integrale è uguale al secondo come si vede cambiando la variabile i - 6 
in f, e Tespressione precedente è nulla, il che dimostra il teorema. 

Corollàrio. Una funzione <f{x) assume tutti i possibili valori lo stesso numero 

di volte in una corona elementare. Infatti se tf(x) è influita p volte in una corona, 

I 
sarà infinita p volte anche . . _ — qualunque sia il valore e, e quindi essa sarà 

nulla p volte, ossia (p(x) assumerà p volte il valore e. 

Questa osservazione porta a distinguere le funzioni 9(x) a seconda del loro 
ordine, dicendosi funzione <f{x) delFordine p quella che diventa infinita in p punti 
distinti coincidenti di una corona elementare; ed una funzione dell* ordine p as- 
sume p volte in una corona elementare ogni possibile valore. 

9. Teorema. « Non possono esistere funzioni ^(cc) d'ordine inferiore al secondo. » 
Dimostrazione. Sia <f{x) una funzione avente il moltiplicatore io: si avrà 

dyfiooc) _ 1 d(f{x) 
dx ""w cfx * 



ossia 



d9(co») _ d(f{x) 

COX = X —T^ — 

dx dx 



da cui si vede che 



d5(ac) 
X— ~ — 
dx 
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è una funzione che non cambia di valore quando x si cambia in cox ; questa fun- 
zione ha dunque tutte le proprietà delle (f(x) e come tale si deve annullare in ogni 

corona elementare. Ora sia ce = a un valore per il quale x -^ si annulla , sarà 



dx 



[m-. 



e sviluppando f(x) in serie neirintórno di x==a, si avrà: 



'«='<«)4a^'^ 



ossia (f{x) assume due volte il valore speciale f(a) nel posto x = a. La funzione 
f(x} — 9(a) è dunque nulla almeno due volte in una corona circolare elementare, 
dunque essa sarà almeno due vòlte infinita, e perciò d*ordine non inferiore al se- 
condOy e. d. d. 

Ammessa resistenza di funzioni 9(x) quali le abbiamo definite a $ 2. vediamo 
che alle proprietà già riassunte a § 6. conviene aggiungere le seguenti : 

d. Se si divide il piano in corone circolari [)er mezzo di circonferenze i cui 
raggi costituiscono una progressione geometrica di ragione p, la funzione riprende 
gli stessi valori in ogni corona circolare, e diventa in ogni corona, nulla, infinita, 
ed assume qualsiasi valore. 

e. Essa assume il valore zero, infinito e qualsiasi altro valore un egual nu- 
mero (finito) di volte in ogni corona; da cui la classificazione in ordini. 

f. Non esistono funzioni <f{x) d'ordine inferiore al secondo. 

g. La funzione x— | — - è una funzione della stessa natura di ^(x). 

Si tratta ora di passare alla dimostrazione delF esistenza di tali funzioni, cioè 
alla costruzione di una di esse, che ci basterà poi a formare le altre: e per giungere 
a tale scopo dobbiamo introdurre una nuova classe di funzioni ausiliari, dotate esse 
pure di notevoli proprietà. 

10. Indicheremo col simbolo t(x) funzioni definite dalle seguenti condizioni: 

a. di essere monodrome, 

b. di avere carattere razionale intero (cioè non contenere esponenti negativi 
nello sviluppo 1) per tutti i valori di x diversi da e <x>, 

e. di soddisfare Tequazione funzionale 

(8) t(wx) =s - wx • t(x) (mod co > 1). 

11. Per giungere alla determinazione di una funzione silTatta, suppostoli i^iano 
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diviso ancora in corone circolari dalle circonferenze i cui raggi costituiscono una 
progressione geometrica avente per ragione modio, s* incomincia ad osservare che 
basterà conoscere il modo di comportarsi della funzione entro una tal corona, in 
virtù della (5) e della 

T(w"flD) = (-!)• w* flc* t(cc) , 

che se ne deduce immediatamente. Si osservi inoltre che non possono esistere due 
funzioni t(x) distinte aventi gli stessi zeri : se infatti T(as) , t,(x) sono due funzioni 
quali le abbiamo definite, il quoziente 

T,(X) 

sarà una funzione di quelle che abbiamo dette f(x), e questa, come si è veduto deve 
essere nulla in ogni corona circolare, il che non è se x(x) e x^(x) hanno gli stessi 
zeri ; sarà dunque 

^, = cost. 

Ciò posto, sarà facile determinare una funzione t(sb) che sia nulla nel posto x = i 
e nei suoi congruenti x = co* : e dico che questa funzione sarà rappresentata dal 
prodotto infinito 

(6) %W = fl (« - ^) (l - s^)- 

Infatti questo prodotto sarà convergente incondizionatamente per tutti i valori 
di X diversi da zero e dall*inBnito, essendo convergente la serie 



A=0 



ti(modco/ 



sotto Tipotesi fatta mod co > 1 ; la funzione rappresentata da quel prodotto infinito 
ha dunque per soli posti singolari i valori x = 0,x = oo; e di più, mutando x in 

oix, essa viene moltiplicata per (1 -cox) ma vi manca il fattore (l ì,cioè 

moltiplicata in tutto per — u>x, come deve essere. 

Infine è facile determinare uno sviluppo in serie per la funzione t^'x). Se io- 
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fatti poniamo 



QO 



— 00 



che sappiamo già valido uno sviluppo di tale forma, avremo per la (5) 



OO 00 



V C^ co* X" = ^^ - COCjjX*'"^* , 



«OO 



onde 

c„+, u)*"*"* = - coc„ (n = - 00 4- oo) , 

e dando ad n i valori 0, 1, 2, 3. ... e moltiplicando 

CiM-l w*+*+»+' •'+• = (- 1)»+« Co , 
da cui 



_ (- ») 



«+i 






ossia, fatta astrazione dal moltiplicatore costante Co, 



/y>S ff%Z mi 
^ co Ci)' co* 



J^ J 1_ 

flcco flc^co* flc'co^ ' 

finalmente, aggruppando i termini a due a due : 

+00 

-"co ' 

12. Le funzioni To(x) cosi costruite si possono applicare senza difficoltà alla 
determinazione delle funzioni f (x). A taFuopo converrà dimostrare le seguenti pro- 
posizioni : 
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Teorema I. « Se a^ ,a^, . . . a^ , 6, , bj , . . . 6^ sono 2p posti preù arbitraria' 
« mente entro una corona elementare, in modo poro che sia 

(8) o, fl, . . . Op = w" 6, 6j . . . 6p , 

« la funzione 



^0 



(9) *(a5) = x" —7^ — r^ 7^ 

« sarà una funzione <p(x) dell'ordine p e col moltiplicatore co. » 

Dimostrazione. Per le proprietà delle funzioni x(x) , la funzione 0(a;) è mo- 
nodroma ed ha carattere razionale per tutti i valori di x, ad eccezione di ^ = 
ed ac = 00. Essa è nulla nei p punti a^ ,o^ , . . .a^^ e nei loro congruenti, e in cia- 
scuno di essi del prim'ordine, e influita del prim'ordine nei p posti bf , bt i bp e l 
loro congruenti. Resta da verificarsi cLe 

*(coaj) = 0(x) , 
e questa si rende subilo manifesta dalle proprietà della funzione x^C^) : si ha infatti 

*(ox) = w" »* ■ — —i- — — i- —fi- , 

e questa frazione, per la (8), non è altro che Tespressione scritta per la 0(a))>c. d. d. 
Teorema li. a Reciprocamente, se ff{x) è una funzione dell'ordine p avente 
« a, , a^ , . . . Op per posti degli zeri e 6| , ^^ , . • . bp per posti degl'infiniti in una 
« corona elementare, sarà 

tti a^ . . . Op = (i)"* 6| &2 . . • 6p. » 



Dimostrazione. Si prenda 



^ _ Ot 0, . . . g^ 



e si formi la serie dei posti lo'^c congrui a e. Se fra questi si trova il posto ftp 9 
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il teorema è dimostrato: nel caso contrario si troYcrà sempre un posto ed uno 
solo (*; appartenente alla corona elementare in cui si sono presi i posti a, , a^ i ecc., 
e sia c'=:cu>** questo posto: si avrà 

b| 62 • • • e' 
Si formi ora la funzione 



*(a5) = x" ' *- 



•Co 



^0 



©'«©•••^«(é)'"© 



questa sarà per il teorema precedente una funzione della stessa natura della f(x): 
ed anche il quosiente 

avrà la proprietà 

9(u)a;) = 9(aj) , 

ed inoltre sarà nullo solo dove è nulla <b(x) infinita f (x) , cioè in 

e in ciascun posto del prim*ordine : ed è infinito solo dove è infinita 4»(x) nulla <f{x)i 
e pure del prim*ordine, cioè in 

^1 f bj > • • • Op I Qf 9 ^t > ' * ' ^p ' 

e in ultima analisi (f{x) verrà ad essere zero nel solo posto e' e infinita nel solo 
posto 6p della corona che consideriamo. Ma questo risultato contradice a quanto 
abbiamo dimostrato a § 9, non esistere cioè funzioni <f{x) del prim'ordine che non 

siano costanti : è dunque necessario che f (x) si riduce ad una costante, ossia bp = e'; 
e fra gli zeri e gFinfiniti della ff(x) passa la relazione che si voleva dimostrare. 



(*) Potendosi fare la convenzione che se nn posto si trova sopra una delle cir- 
conferenze che limitano le corone elementari^ si riguarderà quel punto come appar- 
tenente alta corona per la quale quella circonferenza è il limite inferiore. 
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Questo teorema dà la forma di una funzione f (x) di cui si conoscono gli zeri 
e gFinflniti in una corona elementare, e come si vede essa si esprime per le fun- 
zioni ÌqÌx): è chiaro poi che la relazione che passa fra gli zeri e gl'inQuiti di ^(x) 
passa anche fra i p valori che fanno assumere a (f(x) un valore qualunque e e quelli 
che fanno assumere un valore e', e si può dire che il prodotto dei valori pei quali 
una funzione (f(x) assume un valore qualunque in una corona elementare è costante, 
all'infuori di un fattore potenza del moltiplicatore. 

13. Non essendovi funzioni ^(x) del prim*ordine, le funzioni più semplici di quella 
famiglia saranno del second* ordine, cioè avranno due zeri e due infiniti (distinti o 
coincidenti) in ogni corona elementare. Se indichiamo con a^Ja^ gli zeri e con 
^1 t ^t grinflniti, la forma generale delle funzioni di second^ordine sarà 



(10) <p(^) = c«^'^ '/x^/x^ 

^0 \fJ '^ \fJ 



colla condizione 



(11) a« a, ~ fa>*^ b| 6,. 



Ogni funzione <f{x) del second' ordine soddisfa all'equazione funzionale 



(12) ?<^) = ?(i) 



essendo e una costante. Sappiamo infatti che indicando con y, un numero qua- 
lunque, <f{x) assume il valore yo P^^ ^^^ valori Xq ed x^ di ogni corona elemen- 
tare : ma questi due valori soddisfano alla relazione 

x^Xo=^^^btbi^c , 
da cui 



,(»,=, (qiì.)=,(?) 



Risolvendo l'equazione 



X* = 6| bt w' 



si trovano quattro valori, a quattro posti del piano x non congruenti fra loro ri- 
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spetto ad u», e sono 



€| = Vftf ftj , Cj = - V&i&j 



e, = y/iùb^b^ , 64 = — \liùbfi^ ; 

questi posti ed i loro congruenti sono quelli in cui la funzione assume un valore 
doppiamente e in cui si annulla la derivata della funzione e si trovano quattro tali 
posti in ogni corona elementare. 

14. Si è visto che se ^x) è una funzione qualunque di quelle definite a | 2, 
la funzione 

^ dx ' 

che chiameremo 9, (x), appartiene alla stessa famiglia delle ?(x) : ora cerchiamo 
quale sarà r ordine di 9,(0;) posto che c{xì sia del second' ordine. 

Supponiamo prima (Sisinti gF infiniti 6| e ò^ D^lla considerazione degli svi* 

loppi in serie della forma (1) si ricava che se in un posto a; =' b la -^^ — - si trova 

dx 

essere infinita, 9(x) pnre dovrà essere infinita per x = 6. e ^ dovrà essere in- 

(iX 

finita per lo meno del second* ordine : essa è dunque certamente del second* ordine 

dove 9(x) è infinita del primo : e perciò avrà due infiniti doppi per x=bt « x=^^t* 

e quattro zeri semplici nei punti e^ defioiti al § precedente. La funzione 9|(xj avendo 

dz^x) 
gli stessi zeri ed infiniti della funzione -^ — -, sarà una funzione del quarf ordine, 

uX 

con due infiniti doppi e quattro zeri semplici in ogni corona elementare. 

Supponiamo mreee gì* infiniti b^ e b, coincidenti in b. In quel punto ^' • 
sarà infinita del feri* ordine, e nulla nei posti 

e,:= — 6 , e, = + 6\^ $ «♦ = — 6V«t 

e quindi z^{x} sarà una funzione del terz*ordine con un infinito triplo e tre zeri 
semplici. 

Mentre una fumione ?(x) del second* ordine soddisfa airequazione funzionale 



'i'^)='iO^ 
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la funzione <fi(x) corrispondente soddisfa invece air altra equazione 



9«(aJ) = ~Ti(^), 



come si ha dalla derivazione dell* equazione (12). 

15. Sia ancora ff{x) una funzione del second* ordine , che supporremo prima 
avere due infiniti distinti 6| e ò^ , e formiamo il seguente prodotto : 

((f{x) - (f(eS) (q>(a) - ?(6«)) (?(35) - 9(63)) (9(0?) - ffie^y 

Questo prodotto non si altera cambiando x in cox, e rappresenta una funzione 
appartenente alla classe delle 9(00), e che diremo <t(x) : essa si annulla solo dove 
si annulla uno dei binomi 

9(35) - 9(««) y 

e questo avviene nei soli punti e, > e^ , e, , 64 , essendo in ciascuno di questi punti 
il corrispondente binomio nullo del second* ordine, e diventa infinita con 9(0?) nei 
punti b| e bf, ma in ciascuno del quart' ordine. Dunque la 0(x) è una funzione 
dell'ottavo ordine, con quattro zeri doppi e, , c^ , 63 , e^ e con due infiniti quadru- 
pli 6| e 62. 

D'altra parte la funzione 9«'(x) è pure dell* ottavo ordine, cogli stessi zeri e 
gli stessi infiniti e dello stesso grado di moltiplicità ; quindi il quoziente di 9i(x) 
e ^x) dovrà essere un numero costante, e si trova cosi che la 9(x) del secondo 
ordine con due infiniti semplici soddisfa ali* equazione difTerenziale 



(13) 05- "^^ = e \l[f{x) - 9(et)] [t{x) - 9(ei)] [ti^) - 9(^3)] [9(0?) ~ 9(^4)] • 



Supponiamo ora che la 9(0?) abbia un infinito doppio 6, e formiamo il prodotto 

*(aj) = (9(0;) - 9(e,)) (9(0?) - 9(e,)) (9(05) - 9(6,)) 

essendo in questo caso e^=b. Questo prodotto rappresenta una funzione della classe 
delle 9(gc) e del scst* ordine, con tre zeri doppi ^1 « e, , e^ e un infinito sestuplo b : 
questa funzione non diiTerirà che per un fattor costante da 9i'(x) e si può con- 
chiudere che una funzione (f{x) del second' ordine con un infinito doppio soddisfa 
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m 

air equazione diflerenziale : 



e in generale : 

a Ogni funzione f(x) del second* ordine soddisfa ad un* equazione diiTercnziale 
a della forma 



a doTe R(f) indica un polinomio razionale intero in f del terzo o quarto grado u. 

16. Teorema I. a Ogni funzione f(x) d*ordine qualunque p si può esprimere 
« razionalmente per mezzo di una funzione f(x) del second* ordine e della funzione 
a ?i(x) corrispondente ». 

Dimostrazione (*). Indichiamo con 4>(x) una funzione d* ordine qualunque p, e 
con ^(x) una funzione del second* ordine avente lo stesso moltiplicatore, e distin- 
guiamo tre casi : 

1.^ Supponiamo che la funzione 4>(x) soddisfi alla relazione (12) cui sappiamo 
soddisfare la ^(x), cioè si abbia 

dove e è un numero congruo rispetto ad u al prodotto dei due valori che rendono 
9(x) infinita entro una stessa corona elementare. Dalla relazione che abbiamo am- 

messa, risulta che <b(x) assume nel posto x^ lo stesso valore che nel posto - , e 
per conseguenza dovrà essere d*ordine pari 2g: siano 



ce e 

^1 » ^1 > • • • ^q9 !r * rr » • • • t 



9 



i posti degli zeri, e 



fto 6i , • -^ , ^ , j^ , . . . ^ 



(^ Non è necessario di fare avvertita la somiglianza fra la presente dimostra* 

zione, e quella data daLionville (e riportata nella Théorie de$ fonetions ellipUques, 

2' ediz. dai signori Briot e Bouquet) per la proposizione analoga sulle funzioni 

doppiamente periodiche. Lo stesso per una o due altre dimostrazioni dei §) precedenti. 

TOL. xvni 15 
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i posti degrinflniti di ^(a?), essa funzione sarà rappresentata da 

((p(a5) - 9(0*)) (<f(x) - - <p(aj)j . . . (?(») - (p(a^)) 
(9(x) - <?(60) (9(35) - 9(frt)) . . • (?(a5) " ?(6p)) ' 

perchè questa è nulla e infinita nei posti indicati e dell'ordine 29. E quindi dimo- 
strato che 4>(cc) si esprime razionalmente per f (x). 

2.® Supponiamo invece di avere una funzione soddisfacente alla relazione 



*(x) = - *(5). 



Si è già osservato che essendo ^(x) una funzione del secondordine, la corri- 
spondente f,(x) ammette Tequazione funzionale (v. $ 14) 

9,(x) = -?,(^), 
pertanto il quoziente 

sarà una funzione della classo delle f (x) , avente la proprietà 



ì(x) = 9(1) , 



e si esprimerà razionalmente per f (x) 

9(x) = R((p) ; 
percui 

*(x) = 9i(x).R(9) 

ed il teorema è dimostrato anche in questo caso. 

3.^ La funzione 4>(x) sia ora aflatto qualunque. Essendo ancora e un numero 
congruo rispetto ad co al prodotto degrinflniti della funzione del second'ordine (t{x)ì 
si formino le funzioni 



X(x) = *(x) + *(|) 
X,(aj) = *(x)-*(|). 
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Ambedue appartengono alla classe delle ^(x) e danno le relazioni 

x(i)=x(») 

percui, essendo al solito R ed R, simboli di funzioni razionali , si avrà per i casi 
già considerati: 



*(aj) + *(^) = R(x) 
*(a5) -«(!)- Ti Rt(9), 



donde 



(15) *(x) = * (r((p) i <p, R,(9)) ; 



e. d. d. 

Teobema il « Ogni funzione ^(x) è legata da una relazione algebrica colla 

(c corrispondente funzione ♦i(x) = x— — -. » 

Dimostrazione. Essendo ?(x) una funzione del second*ordine avente lo stesso 
moltiplicatore di ^(ac), sarà per il teorema precedente 

(15) *(x) = R(9) + ?tR.(?), 
e derivando e moltiplicando per x 

^ . X dR d9, -^ , dR. 

ma essendo R^ un nuovo simbolo di funzione razionale, si ha dal $ IS. 

(16) 9i* = B«(x), 



e derivando e moltiplicando per x, 
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e sostituendo nella precedente 

Se fra questa equazione e le altre due (1S), (16) eliminiamo ? e ?, , otteniamo 
una relazione algebrica 

ossia 



F(m,x''£)=o 



che è un*equazione differenziale algebrica di forma speciale, cui soddisfa ogni fun- 
zione <S>{x). 

17. Teorema, o Una funzione 9{x) d'ordine qualunque p assume tre valori legati 
(( da un'equazione algebrica se si danno alla variabile tre valori X| , aS| , x^ , legati 
c( dalla relazione 

(17) x^ = 0X| Xj • )) 

Dimostrazione. Pongasi 

2/, = *(x,) , (1=1,2,3) 

e si dia ad X| un valore determinato a ; corrispondentemente i/i assumerà un valore 
pure determinato ^. Si dia ad y^ un valore determinato, a questo corrisponderanno p 
valori non congruenti per x^ 

XjjXjtOfTj,!»» X j , 

ed inoltre tutti i valori congruenti a questi. Si avrà dunque dalla (17) una serie 
infinita di valori per x^^ corrispondentemente al valore a di x, ed ai valori con- 
siderati di Xt , e fra questi valori di x, i seguenti 

a/, = aax'j , x", = aaix\ , . . . x^**^, = aax^\ 

saranno non congruenti fra loro, ed uno qualunque degli altri sarà congruente ad 
uno di questi. Ad un valore di Xj ed ai suoi congruenti corrispondendo un valore 
di 1/3 ed uno solo, risulta che « ad un valore di y^ corrispondono p valori di 1/1 , 
R tenuto fisso x,. » 
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Di più, essendo y^ funzione analitica di iCt , (§ 1 .) ed y^ ài x^ , vice versa sarà x^ 
funzione analitica di y^ , quindi essendo 

Xi = 00X2 , 

sarà anche t/3 funzione analitica di X2 e quindi di t/^. Similmente si vedrebbe che y^ 
è funzione analitica di 1/396 che « ad un valore qualunque di 1/3 corrispondono p 
a valori determinati di y^ , tenuto fisso x^. » 

Dunque abbiamo due variabili complesse y^^y^y funzioni analitiche l'una del- 
l^altra e tali che ad ogni valore senza eccezione della prima corrispondono p valori 
determinati per la seconda» e ad ogni valore della seconda corrispondono p valori 
determinati per la prima: per i principii della teoria delle funzioni potremo con- 
chiudere da ciò che le due variabili 2/2>2/s ^^^^ legate da un'equazione algebrica 
di grado p in yx,y^\ e quest'equazione conterrà nei suoi coelBcienti il valore p 
attribuito ad 1/1 6 tenuto fisso fin qui ; sia 

quest'equazione. Se ora teniamo fisso il valore t/, e facciamo variare y^ , potremo 
asserire collo stesso ragionamento già fatto che y^ , y^ saranno legate da un' equa- 
zione algebrica di grado p in t/| , t/3 , ed è qnindi dimostrato che nell'equazione scritta 
dianzi la variabile t/, entra razionalmente e al grado p. Adunque yi , i/t » 2/3 sono 
legate da un'equazione algebrica 

F(!/i»?/«.2/8) = 

di grado p al più rispetto a ciascuna variabile, e. d. d. 

8egue da ciò che se quattro valori x, » x, , as, , x^ della variabile x sono le- 
gati da 

X^ = X| X^ X^ 9 

i valori corrispondenti 2/1 , !/i > 2/s » 2/4 saranno legati da un'equazione algebrica; posto 
in fatti 

X^ ^ X| X \ 

si hanno per il teorema precedente le relazioni algebriche 

F| (2/. . y» , l/*.) = 
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da cui eliminando i/'j , 

E in generale, se m valori della variabile 
sono legati da una relazione della forma 

A a A« A* A«M 

/v» ■ of» • fn* *' or» "• — /» 

M/| lA/^ «*»J . . » «A^g| — v-J 

dove X| , X) , . . . >„ sono esponenti interi, positivi o negativi, i valori corrispondenti 

di y:=z<b{x) saranno legati da un'equazione algebrica. 

18. Trovate cosi le principali proprietà delle funzioni definite al $ 2, passiamo 
a studiare le funzioni che nascono da quelle, sostituendo alla variabile x un'espo- 
nenziale 

(18) 2 = e*«. 

Tali funzioni si diranno funzioni ellittiche (*), e si indicheranno con E (x); esse 
saranno dunque definite da 

(19) E(x) = ?(e**). 

Ad ogni valore di x corrisponde un solo valore di z, e quindi un solo valore di 
9(z) = E(x), talché: 

I. a Le funzioni ellittiche sono monodrome. » 

aK 

Se poniamo e = co ^ sarà 

w* 2 = e , 



(*) La denominazione di funisioni élUtiiehe^ applicata generalmente alle fanzioni 
particolari ano; , cnrr , dnx , viene qui presa in senso più lato, e diremo col prof. 
Weierstrass ellittiche tutte le funzioni doppiamente periodiche che hanno il solo 
posto a; = 00 , per posto singolare. 



)( 119 )( 
ossia per tutti i valori di z compresi nella serie 

a(a:o+mK) 

z = e (m intero) , 

ciò che è lo stesso, per tutti i valori di x della serie 

ac = ajo + wiR + m'K' (m ed m' interi) , 

posto 

a 

la funzione E (se) prende lo stesso valore E{Xq), e quindi : 
IL « Le funzioni ellittiche sono doppiamente periodiche. » 
La funzione <f(z) ha per posti singolari 2 = e 2 = oo, cui corrispondo il solo 

posto X = 00 , talché : 

in. « Le funzioni ellittiche hanno un solo posto singolare, che è a; "= oo . » 
Dalle proprietà dimostrate a'S§ 3, 4 e 5 sui moltiplicatori delle fnnzioni f(x) 

risulta che 

IV. a Una funzione ellittica non può avere periodi infinitesimi ; ogni periodo II 

« si riduce alla forma 

H = ffiK -h m' K' , 

ff dove K e R' sono due perìodi elementari : il rapporto dei due periodi elementari 
B è complesso, a meno che non sia K' multiplo di K, nel quale caso (che corri* 
« sponde al caso di modciJ = l) si ha in sostanza un periodo unico; e la funzione 
« piglia tutti i valori di cui essa è suscettibile .nel parallelogramma avente per ver- 
a tici i punti 

mK + m'K', (wi + 1)K + m'R' , i»R + (m'-^ 1)R' , {m -h l)R f {m' + 1)R' , 

a e che si dirà parallelograinma elementare, v 

Dai |{ 7 a 9 risolta che 

y. « Una funzione ellittica diventa infinita, nulla, ed assume qualsiasi valore in 
« ogni parallelogramma elementare; essa ha tanti zeri quanti infiniti in ogni pa- 
R rallelogramma; essa diventa infinita almeno due volte in ogni parallelogramma. « 

Si possono dividere le funzioni ellittiche in ordini, come le funzioni f'xjf e 
non vi sono fonzioni d'ordine inferiore al secondo. 

Si possono poi introdurre funzioni aventi la proprietà 

6 ar -r K) = - e Hx) , 
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e analoghe alle T(a;) , le quali serviranno per la costruzione effettiva delle funzioni 
ellittiche; e quindi dimostrare le proposizioni corrispondenti a quelle dei §$ 12 e 
seguenti, che suonano: 

VI. (( La somma dei p valori di a; pei quali una funzione ellittica assume un 
R certo valore entro un parallelogramma elementare, è costante qualunque sia questo 
a valore, all'infuori di un multiplo dei periodi. » 

VII. « Ogni funzione ellittica è legata alla sua derivata da un'equazione algebrica 



p(e, 






Vili. (( Ogni funzione ellittica d'ordine qualunque si esprime razionalmente per 
« mezzo di una funzione ellittica del second*ordine e della sua derivata. » 

IX. R Una funzione ellittica del second'ordine soddisfa ad un'equazione dilTeren- 
a ziale della forma 

dE 



« dove B(E) è un polinomio del 3^ o 4® grado in E. » 

X. « Se si danno alla variabile tre valori x, ,X2,x, legati dalla relaziono 

({ e posto 2/ = E (a;) , i valori corrispondenti di y saranno legati da un'equazione al- 
a gebrìca 

E(yi , ^2 » !/s) = ; 

« e più generalmente , se alla variabile si danno m valori a?| , x^ * . . • x^ « legati 
({ dalla relazione 

I •*'! ' 1 1 I • • • ^m Xg| ^^ C j 

tt dove \ yl^, . . .y^ sono numeri razionali, si avrà fra i valori corrispondenti di y, 
« cioè fra 2/, , 2/2 , . . . y^ una relazione algebrica 

F(2/ii2/i>- • •2/J = 0. » 



)( »^l )( 



II. 



Le funzioni monodrome aventi un'equazione caratteristica. 

19. Essendo y = f(x) una funzione monodroma, se, dati alla variabile tre va- 
lori oTi . 0^2 , asj legati da un'equazione lineare separatamente rispetto ad X| » x^ ed x,, 
e cioè della forma 

( i ) ao^iOc^Xj + a|X^, + a^Xi^, + a jX^ac^ + a'^x, + a',Xj + a',Xj + a'o = , 

i valori corrispondenti i/i , j/s , ]/« della funzione saranno legati da un'equazione al- 
gebrica di grado n al più rispetto ad {/i , j/i > y^ 

(2) F(i/,,y,,y,) = 0, 

si dirà che quest'equazione è card^^ertsttca della funzione y = f(x) , rispello alFeqa- 
zione (1). 

In una mia nota, gentilmente presentata al R. Istituto Lombardo di scienze e let- 
tere dal chiar."*^ prof. Casorati, ed inserita nel t. XII, fase. XIII dei Rendiconti 
di detto Istituto, ho dimostrato che le funzioni aventi un'equazione caratteristica 
soddisfano tutte ad equazioni funzionali della forma 

dove i coeiBcienti a , b , e , d sono dati dalle seguenti formolo : 

b = (a\a\ - aVa) (Sx - 5|i) 

(4) J ^ ^ 

' e = (aoO'a - 0|0,) (5x - 5p) 

d = {a^a^ - a\ao) 5x 5,i + (Os^'a - «^fC^'i) 5x + («»ia'i - «o^'o) Sji + (a',a', - o.a'o), 

in cui Sx I S|i indicano due dei valori di x che Canno assumere ad y un determinato 
valore. 

Ho pure dimostrato che con una trasformazione di variabili della forma 

mz+m' 

« + 1 

voL. xnii, *8 
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è sempre possibile trasformare la f{x) in una funzione F(z) per la quale le equa- 
zioni funzionali (3) si riducono ad una delle forme 

(5) F(2) = F(7. + nj), 
oppure 

(6) F(z) = F(«), 

forme irriducibili fra loro con trasformazione lineare. 

Supporremo in ciò che segue la funzione f{x) già trasformata, e quindi la sua 
equazione funzionale (3) già appartenente al tipo (5) o (6): e distingueremo 3 casi, 
secondo che la funzione avrà la proprietà (6) con moda > t , o con moda= I , o 
la proprietà (5). 

20. La funzione 2/ = ^(x) si supponga avere la proprietà espressa dal requazìonc 
funzionale (6): sarà per conseguenza 

C::.0, 



0) 


fc-0 


cioè 




0) 


a',a',-a'oa, = 



e vogliamo esaminare se tale funzione ò di quelle studiate nella prima parte, che 
hanno per proprietà caratteristica di non avere infiniti punti singolari, o ciò che è 
Io stesso', di non assumere uno stesso valore per un numero infinito di valori della 
variabile in una stessa corona elementare. 

Incominciamo dall'osscrvare che se la funzione y = f{x) ammettesse due mol- 
tiplicatori a ed a tali che moda> 1 e moda'> 1 , queste dovrebbero essere po- 
tenze di un solo moltiplicatore, perchè diversamente la funzione avrebbe multipli 
catori vicino quanto si vuole alFunitu, e quindi (come dal § S) non ammetterebbe 
in nessun punto x^ uno sviluppo regolare in serie di potenze, cioè non sarebbe fun- 
zione analitica. Onde indicando con io questo moltiplicatore più semplice di cui gli 
altri sono potenze, e con h un numero intero (positivo o negativo), si avrà 

(8) ^ = w*, 



d 



9 

ossia, posto per brevità 



">o = «s«i - ^\^o 



i»i - aia', - a^a'o 



K ^n )( 

la (8) sì potrà anche scrivere 

2 1 . Essendo y funzione analitica ili x, viceversa sarà x funzione analitica po- 
lidroma di j/ e si potrà sempre determinare un campo T nel piano della varia- 
bile complessa y tale che ad ogni valore ri di y dell'intorno di T corrispondano 
costantemente più di n valori distinti per oc. Veniamo dunque a considerare, entro 
il campo T, n -h 1 rami distinti della funzione a; di y, i quali rami non ammettendo 
alcun punto di diramazione vengono a costituire come n -}- 1 funzioni distinte di y, 
che diremo 



§1 > §i > 53 > • • • > b 



n+l 



Se »j è un punto del campo T in cui queste n + l funzioni non presentano al- 
cuna singolarità e rimangono finite, esse si potranno sviluppare in serie di potenze 
intere e positive di y - )j convergenti tutte entro un determinato cerchio di cen- 
tro Ti, che sarà tutto compreso entro il campo T; questo cerchio verrà detto S , 
ed entro esso sarà: 

5r(!/) = c,^o + <*M (!/ - >J) + <^r,2(?/ - >l)* + • ' u (r-- 1,2, 3, ...n + 1). 

Per ogni valore di y preso entro il campo T, ed in particolare entro il cerchio 
S, corrisponderanno due valori 5x ® Spi ed un numero intero li che vcriflcheranno 
certamente l'eguaglianza (9) (*) ; ma i valori degl* indici X , [i. e delFesponente li po- 
tranno essi yariarc al variare di y ? Le considerazioni qui appresso hanno per og- 
getto di rispondere a questa domanda, importante per ciò che segue. 

Se nel primo membro della (9) sostituiamo alle 5x > 5^1 i rispettivi sviluppi in 
serie e combiniamo gl'indici X e {a in tutti i modi possibili, avremo n(n+i) serie 
di potenze convergenti entro il cerchio S; siano queste 

(10) Px,.(!/~^ ; ft), 

dove /i è un numero intero indeterminato. (Qiova notare che prendendo tutte le 
disposizioni degli indici X e (x , cioè prendendo P^^^ come diverso da P^^x ) '^ ^^^^ 
di h negativo viene incluso in virtù della forma speciale del Smembro dell co (9).) 
Ad ogni valore di y dell* interno del cerchio corrisponde un valore di h pel quale 
una delle n{n + 1) serie (10) si annulla necessariamente. 
Ciò posto, non si avrà contemporaneamente. 

»Wo5x5pi + r?i,5x + ^i5»i + ^h = 0, m^?x5vL + »w«5x + «»iSji + wis = 0» 



(*j V. Ja nota citata dei Rendiconti dell' Istituto Lombardo. 
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perchè ne risulterebbe 

(m,-m,)(5x-5p,) = 0, 
ossia 

che è in contrarldizione colla (8), oppure 

che è inammissibile. Dunque tutte le 7i(n + 1) espressioni 

(11) nio ?xSp + wit 5x + ''»i 5|i + '»s 

non saranno zero identicamente, perchè allora non si potrebbe annullare alcuna 
delle (10) : e considereremo le P^^l corrispondenti a quelle combinazioni di indici 
per cui le (11) non sono identicamente nulle. 

Considerando quelle espressioni (1!) che non sono idcnticameule nulle, (cioè 
per qualunque valore di y proso entro S), esisterà per ciascuna di esse, che è una 
serie di potenze di y -r^, un cerchio di raggio finito e tanto piccolo che entro esso 
la serie corrispondente non si annulli mai. o si annulli al più nel solo posto r^ : 
determfniamo il minimo di questi cerchi e descriviamo con raggio inferiore alla 
metà del raggio di questo cerchio minimo un nuovo cerchio che sia tutto conte- 
nuto in esso : diciamo e questo nuovo cerchio, )]o il suo centro ; rio si dovrà evi- 
dentemente riguar<)are come appartenente ad S. Per nessun punto dell* interno del 
cerchio o si annullerà una delle serie (11) e non diventerà neanche infinitesimo il 
valore di essa espressione: percui il valore di h corrispondente ad ogni punto y 
dell* interno di a non sarà mai infinito e si potrà assegnare un numero intero H 
maggiore di qualsiasi h. 



Considerando allora le 



Hn(n+1) 



sene 



(12) h^(y-n ; '0. 

dove h invece di essere indeterminato ammette ora gli H valori 

potremo trasformare tutte queste serie in serie di potenze di y -^yioy convergenti 
entro tutto il cerchio a. Per il teorema già richiamato sulla teoria delle Fun- 
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zioni I esiste per ciascuna di queste serie un cerchio di centro >]o e di raggio fi- 
nito entro cui la serie medesima non si annulla mai o si annulla al più nel cen- 
tro Yjo • e se prendiamo il minimo Oq di questi cerchi, che pur è di raggio finito, 
in un punto y^ di a^ alcuna delle serie (12) si può annullare, a meno di non es- 
sere identicamente zero. Ma questo è contro ciò che sappiamo , che; anche per 
j/==i/o'una delle (12) si deve annullare; dunque una delle (12) sarà identicamente 
nulla in tutto Oq e quindi in tutto S, e perciò si avrà una coppia determinata X,ijl 
ed un intero determinato h pel quale, per ogni valore di y sarà 

^o5x5jjL + m» 5x + ^h^iL + '^h - w*(mo ?x5,i + ^2 5x + ^H 5,, + ^13) = 0. 

22. A questo punto diamo agli n + 1 rami 

della funzione x di y , che fin qui erano qualunque, valori speciali : e cioè pren- 
diamo i seguenti 

5, wj , io«g, ..... . w"S , 

dove g è un ramo qualunque della funzione; per quanto si è dimostrato, esìste- 
ranno tre numeri interi X , pi , /i tali che la (9) sia soddisfatta per qualunque va- 
lore di y preso in un certo campo ; e nel caso attuale la (9) si riduce ad 

(13) (l-w*)m„w^^»'5'4-(ni|W^+mjto»^-«4w**^-wi,w'^-^»')5-}-ni3(l lo'^) = 0. 

Ora, poiché questa eguaglianza dove X,ijl,/i hanno valori costanti è soddisfatta 
per più di due valori di ^, essa dovrà ridursi ad una identità, e quindi si avrà 

(14) I r?i,(co^ - co'^»*) + mj(w»* - lo'^'*'^) = 

m, = , 

e unendo la prima e Fultima di queste colle (7) che già sappiamo dover essere ve- 
rificate, troviamo tra i coefficienti a^ dell'equazione (1) le seguente quattro equa- 
zioni di condizione: 



(15) 
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e dobbiamo ora cercare quali conclusioni si possono ricavare da queste equazioni 
circa alla forma possibile per l'equazione (I). 

23. Se si vuole che la deflnizione di equazione caratteristica abbia un significato, 
non bisogna che l'equazione (1) si possa scindere in un prodotto di due equazioni 
contenenti ciascuna meno di tre variabili. Quest'avvertenza si dovrà tener presente 
nella discussione che segue. 

Di più /»! ò essenzialmente diverso da 9/I2 , cioè si ha 



(16) 



/ > 



a,a', - ao'i'o - anfi\ -f a,a', ^ 0. 



1.^ Non possono essere tutti i coeflicienti ai diversi da zero. Infatti ne ri- 
sulterebbe 



?1 = ^ = ?o = 2l = 



O' 



a'o «1 d'i 



fc, 



e la (1) diverrebbe: 



(fcX| + 1) (a» X, X3 + a'3 oCj + a\ a?, + a'o) = , 

il che è inammissibile per quanto si è detto. 

2.® Non possono essere diverse da zero tutte le a^ che entrano in due qua- 
lunque dei binomi (15). Infatti nei primi due binomi entrano tutte le a,-, e se pren- 
diamo il primo ed il terzo e supponiamo che le a^ che entrano in questi siano tutte 
diverse da zero, ne dovrà risultare 



a^ = 



«0=0, 



a\ a'o a\ 



e la (1) si ridurrebbe a 



(fcoJi -f l) (a'aOj, + a\Xt + a'o) =0 , 

forma inammissibile come nel caso precedente. 

3.® Non possono essere contemporaneamente diverse da zero neppure le a, 
che entrano in uno solo dei binomi (IS). Se fossero infatti 



a\ , a\ , a'o , a^ 
diverse da zero, dovendo essere nulli per rosservazione precedente tutti i sei prodotti 
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ne risulterebbe 

a. = , o, = , tt'a = , tto = , 

e quindi sarebbe nullo il primo membro della (IG), contro Tipotesi. 
Si è dunque condotti a concludere che 

a\a\ = a'ott, = %a\ = a^^ = 

a\a\ = a\a^ = aoa', = a^a^ = , 

e dovendosi verificare la (16), almeno una delle coppie 

a, , a\ (i = 0, 1,2,3) 

dovrà essere diversa da zero. 

Supponendo allora Oo ed a'^ diverse da zero, ne segue 

(11) a3 = a', = a» = a', = 0, 

e la (1) si riduce ad 

e supponendo invece a^ ed a\ diverse da zero, viene 

(18) a,t=a'| = ao = a'o = , 

e la (1) diventa 

diX^x^ + OjaDjaCa + a\x^ + a\x^ = . 

24. Riprendendo le formolo (4) nell'ipotesi che siano soddisfatte le (11), esse 
danno : 

a = (a,a', - %q,\) %x 
6 = 
c = 

d=(a,a, -aoa'p)?ijn 



e la (8) diventa 



?: 



(19) 1^ = 10* 
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è soddisfatta per tutti i valori di y contenuti entro un certo campo, e ordinando 
la (21) essa si riduce ad 

m,Ì* + lm,E(X + |i) + 2n.,!5 + to,K(X + v) + m, - "°^^ff = 0. 

Ha se questa è soddisfatta per più di due valori di $, come ò per l'appunto il caso, 
essa si riduce ad una identità, cioè deve essere 

tn, = 

(22) ) m, = 

_ no(X - v.)K 
•" ftK+Ti'K' ' 

e sostituendo questi risultati nelle (4) troviamo, tenendo conto delle (20) , 

c = 

ali cui 

d m, 

e quest'ultima forinola dimostra che se y] è un valore qualunque di y che la fun- 
zione y = f(x) assume per più di n valori di x, p. es. per 

fra questi n + 1 valori se ne trovano necessariamente due, g^ ^ i^^ legati dalla re- 
lazione 

£x = 5jL + c, 

O9 ciò che è lo stesso, la funzione non può assumere un valore qualsiasi per più 
di n valori che non differiscono fra loro per multipli dei periodi. Con ciò è dimo- 
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strato che se la funzione y = f{x) è semplicemente periodica , essa si esprime in 
funzione razionale di una esponenziale, e se è doppiamente periodica, essa è di quelle 
che conservano per tutti i valori finiti di x il carattere razionale, cioè di quelle 
che abbiamo dette ellittiche. 

?6. Si può cercare quale deve essere la forma deirequazione (1) nel caso che 
la funzione y = f{x) sia periodica ; e perciò bisogna ricordare che i coef&cienti a^ 
sono legati dalle relazioni (20) e (22), cioè: 

»o«'« - a^ a, = 

O5O, - a'^% = 
(23) \ , 

a,a', - a, o', = 0, 



ma nel tempo stesso i binomii 



(24) 






devono essere diversi da zero. 

Non tutti i coefficienti a^ possono essere diversi da zero : in fatti si potrebbe 
scrivere, se ciò fosse, 

e si giungerebbe a scomporre Tequazione (1) in altre contenenti meno òì tre va- 
riabili, il che è inammissìbile; cosi non possono essere diversi da zero i coefficienti a^ 
nei tre primi binomi (23). Non possono neanche essere diversi da zero i coefficienti a^ 
che entrano nei [)rimi due binomii (23), perchè in tal caso dovrebbero essere zero 
a'i e a'o, e quindi i binomii (24) non sarebbero diversi da zero, contro l'ipotesi. 
Deve dunque essere 

Q^a\ = 0,0, = aia, = a^a', = 0. 

Ciò premesso, distingueremo due casi: 

1 .^ Sia Oq diverso da zero. Allora dovrà essere 

a'j = a't = , 
e con queste 

^1 = 0, o^^a^ssO. 
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Ma se a, - «3 = , sono nulli i bìnomii (24), e se a, = 0, dalla 3' delle (23) segue 
a'« = , e sono pure nulli i binomìi (24), contro Y ipotesi : è dunque inammissibile 
l'ipotesi Oq diverso da zero. 

2.® Sia invece a^^O. Con questo può essere 

0| = , oppure a^ = a^ = a\ = 0. 

Ha in quesfultinia ipotesi segue che le (24) si annullano: dobbiamo quindi am 
mettere la prima ipotesi, e Tequazione (1) prende la forma 

colla condizione 



e ponendo 






a'i a , 



Tiene 



(a's», + a'j»^ (fcX| + 1) + a\x, + a\ = 0. 



Si osservi per ultimo che essendo 

? = hR + /i'R' 
a 

il numero k sarà necessariamente razionale, come risulta dalla terza delle (22); può 
essere anche 

» = 0, 

ed allora Tequazione (1) prende la forma più semplice 

a\x^ + a'^ + a'sX, + a'^, = 0. 

27. Dalla nota citata (inserita nei Rendiconti deiristituto Lombardo) e dai §§ 19 
e seg. di questo lavoro risulta che ogni funzione che ammette un'equazione carat 
teristica ammette anche equazioni funzionali della forma 
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doTe a , b , e , d , sono composti coi coefficienti a^ dell'equazione (1) e con due va- 
lori ?x » ^ji » ^^'^ si trovano sempre fra n + 1 valori 5 di a; che fanno assumere ad 
y = f(jjD) un determinato valore r^. Di queste equazioni funzionali ne potremo dunque 
avere diverse, e anzi inflnite, perchè si può scegliere comunque il valore ìj e per 
uno stesso valore di n] potranno esistere più coppie S^ 9 iy. che daranno luogo a tali 
equazioni. 

Ora è dimostrato (Nota citata, § III) che se Tespressione 

8 = - 4(a'|a', - a'^a3){a^a^ - %a'i) + (%a'^ + a^a'^ - a^a\ - a,a'j)* 

è nulla, tutte queste equazioni si possono ridurre a relazioni di periodicità sosti- 
tuendo alla variabile x una variabile z colla posizione 

mz + m' 

e considerando la y come funzione di z; se invece S è diverso da zero, si può fare 
la sostituzione in modo che sia in tutte le equazioni (3) b = e e := , e si viene 
cosi ad avere tutte le equazioni funzionali nella forma 

f(x) = fiiù^X) , 

indicando con co^ la quantità - il cui valore dipende dal valore scelto per )]. 

Or bene, se una sola delle a>^ è tale che il suo modulo differisca dall'unità, 
si 6 nel caso contemplato a §$ 20 e seg. e valgono tutte le conclusioni ivi ottenute : 
il caso che ci rimane da esaminare è quello in cui tutte le lo^ hanno il loro modulo 
eguale airunità. 

Intanto sappiamo doversi escludere il caso in cui le co^ sono della forma 

dove 8 è un numero reale che può diventare piccolo quanto si vuole, e cosi il caso 
in cui s è un numero incommensurabile, perchè abbiamo dimostrato ($ 3) che in 
simili casi la funzione non ammetterebbe in alcun punto x uno sviluppo in serie 
di potenze di a;, cioè non sarebbe una funzione analitica nel senso stabilito. Se 
dunque la funzione f(x) ha tutti i suoi moltiplicatori (o^ col modulo uguale ad uno, 
si può asserire che essi saranno tutti della fottna 

fiAicl 



w^ = e , 
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<love h e k sono numeri interi primi fra loro. Ed il numero k non potrà diyentare 
grande quanto si vuole, perchè altrimenti prendendo Finterò \l in modo che sia 

jji/is 1 (mod/c) 

il che è sempre possibile, si avrebbe 

ini 

cioè un moltiplicatore della forma c-*^*con s infinitesimo, il che non è possibile. 
Dunque tutte le possìbili (o^ saranno potenze intere delle seguenti quantità, in 
numero finito 

M M u< Isi 

e^ , e^ , e^, e ^ , 

e quindi saranno potenze di una sola 



w = e * , 

dove fc è il minimo multiplo dei numeri interi A^i , ft, , . • . A^p. Da ciò risulta che nel 
caso che ora esaminiamo, i moltiplicatori della funzione saranno in numero finito, 
ed avranno i fc - 1 valori 

iKt «Iti 6lCi «(*-*]lt< 
-jr- -jT" 1^ j^^" 

e 9^ ^ " j • • • G • 

Ha per ogni valore di ti (preso entro un certo campo) esistono due valori ii , 5^ 
pei quali 

a 



cioè (v. formolo (4)) 

^oixiv. + ^ìh + '^i5ii + mj - w, (mo5x5|x + ^ix + ^tiy^ + t»s) = ; 
posto il primo membro di questa equazione eguale a 



dove h è Fesponente 



p«x»5^;'^)' 



1,2,3,..., k-1 , 
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che bisogna dare ad io per ottenere lo^, per ogni Yalore di )] entro un certo campo 
esisteranno due valori ^^ , ^^ pei quali una delle P sarà nulla. 

Ciò posto, essendo y funzione analitica di Xf Ticeyersa x è funzione analitica 
di 2/ e si potrà sempre prendere nel piano della variabile complessa y , un campo T 
entro il quale non esiste alcun punto di diramazione per n 4- 1 rami 



»i > 5i > • • • $1 



flH-f 



della funzione x : e neirintorno di un punto n] del campo T gli n + 1 rami di fun- 
zione si possono sviluppare in altrettante serie di potenze di 2/ - 1 » convergenti 
entro cerchi determinati. Sostituendo nella P a Cx * Spi questi sviluppi, la P si svi.- 
lupperà pure in serie di potenze, e dando ad h i A; - 1 valori 

e a A , (i i valori 1y2,3,..,n+l, avremo rappresentato con 

P(53i.«^;ft) 

serie di potenze convergenti entro un certo cerchio di centro )j, in numero di 

n(n+l) (fc- I). 

Ora se nessuna di queste serie è nulla identicamente, esisterà per ciascuna di esse, 
e quindi per tutte, un cerchio di centro t] e di raggio z tanto piccolo che entro cmso 
cerchio tutte le P siano sempre diverse da zero: questo non essendo, perchè [ler 
ogni valore r^ anche dell' intemo del cerchio e si annulla una P , risulta che deve 
esistere un sistema di indici X , {t ed un numero intero h per cui sarà 

POx.5,^;ft)=o 

per tutti i valori di y compresi entro un eerto campo, e quindi per tutti i valori 
non singolari di y. Si può dunque concludere che posto 

rtyyia -m,)ìx -^13(1 - i r>,) 



m^(l - w^> Si + wi, - w^T», 



per quel determinato ii»^ , sari 



f^^=ni-o 
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ossia che la funzione y - f{x) arra l'equazione funzionale 



posto 



p = - m,(l - w^) 
6 = tiij — co^fnf 



Se indichiamo 



ad ogni posto x corrispondono posti 6a? , 6'a) , . . . in cui la funzione riprende Io 
stesso valore. Se questi sono costantemente in numero finito, la funzione sarà ra- 
zionale: se in numero infinito, la funzione si potrà ricondurre da capo alle ?(x) o 
alle funzioni ellittiche, secondo che sarà 

(8 - a)* + 4gY 

diverso da zero o nullo. 

28. Riassumendo, troviamo che tutte le funzioni monodrome aventi un'equa- 
zione caratteristica sono riducibili con una trasformazione lineare 

a funzioni razionali R(x), 

a funzioni ff{x), 

a funzioni razionali di una esponenziale R(e^) 
a funzione ellittiche 9(e^), 

e che le forme più generali di tali funzioni sono le seguenti: 

dove R è simbolo di funzione razionale, e f è il simbolo delle funzioni definite a $ 2. 

Settembre 1879. 
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SULLA LATITUDINE , LONGITUDINE ED AZIMUT DEI PUNTI 

DI UNA BETE TRIGONOMETRICA 



ITOTjftu 



DEL DOTTOB 



NICODEMO JADANZA 



PARTE L 



Pel calcolo delle posizioni geografiche dei varii punti di una rete trigonome- 
trica sono stati indicati parecchi metodi ; fra questi i principali sono quelli di De- 
lambre e di Bessel. 

Le fonnole date da Del ambre, mentre sono di un uso facilissimo quando i 
lati di una triangolazione non raggiungono 30 chilometri, rìescoQO alquanto inco- 
mode pei lati di una lunghezza maggiore. 

Quelle date da Bessel, quantunque adatte per qualunque distanza, esigono 
un calcolo laborioso e quindi in pratica non sono molto utili, specialmente nel caso 
di una rete di triangoli molto estesa. 

Le formolo date da C. G. Andrae nel Danshe Gradntaaling sono senza dub- 
bio le sole che alla facilità del calcolo riuniscono il rigore richiesto. La dimostra- 
zione e Tuso di tali formolo formano F oggetto di questa Nota. 

La quistione che si tratta di risolvere è la seguente : 

Due punii A , B sono situali sulla superficie di un ellissoide di rotazione in- 
tomo Masse minore. Sono note la latitudine 9 del punlo A, la distanza geode- 
tica AB = < e V azimut Z del punto B sulV orizzonte di k\ si cerca la latitudine 
f ' del punto B , la differenza di longiludine tra essi punti e V azimut TJ del 
punto A suU' orizzonte di B. 

TOL. ZTIU. 18 
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1. 



Proponiamoci innanzi tutto di calcolare la differenza tra le latitudini degli 

estremi di un arco di meridiano la cui lunghezza sia assegnata. 

Se con Si indichiamo la lunghezza di un arco di meridiano compreso tra dae 

I 
punti di latitudine 9 9 f + o'^i si avrà 

E se con S' indichiamo la lunghezza del meridiano misurata in direzione op- 
posta alla precedente fra le latitudini f 9 ? - ,7 h sarà pure 

^~ \d?/2'''Vd9»/ 1.2-2* "W/l-i-a-Z» "*" ' ' ' ' 
quindi 

Ora è noto che 



P 



essendo il raggio di curvatura del meridiano nel punto di latitudine 7, ossia 



a{\ -c«) 

(1 - c*sen*<p)* 
cosicché sarà 



(S) = '''P'^'2'' 



(trascurando i termini colle potenze di e superiori alla seconda). 

Ponendo S = S| + S' = alla lunghezza di un arco di meridiano la cui ampiezza 
è /i| e di cui p ò il raggio di curvatura alla latitudine f media delle latitudini dei 
suoi estremi, sarà 



S = p/i + p f 5 j -e* cos 29 . 
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donde, in secondi 






La quale formola dice che la differenza tra le latitudini estreme di un arco 
di meridiano la cui lunghezza è s, si ottiene dividendo s pel raggio di cur?atnra 

alla latitudine media, quando però è trascurabile il termine l^j . 



2. 



Dal punto B si conduca la geodetica BC perpendicolare al meridiano di A, e 
sia fp la latitudine del punto C. Se la normale ali* ellissoide nel punto C incontra 
Tasse di rotazione nel punto F; preso questo punto come centro e con raggio 
uguale a GF = N^ descritta una sfera, questa sarà tangente l' ellissoide lungo il pa- 
rallelo che passa per C. Se si congiunge il punto F coi punti G , B si formerà un 
triangolo sferico rettangolo in G. Di questo triangolo l'angolo al polo sarà uguale 

BC 

a differenza di longitudine tra A e B ; il lato opposto sarà v = =^ jt? ® S^^ 

lì0 sen \ 

altri due lati saranno 

essendo l la differenza di latitudine sferica tra il punto B ed il punto G. Ghia- 
mando m la convergenza dei meridiani al punto B, rangole in B sarà 



90^ - m. 



Le quantità 



, m , { 



saranno date dalle equazioni 



tgO =tgtsec9o 

tgm = senvtg9o } O 

sen(9j, - = cosv sen?© i 
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donde, sviluppando in serie si ottengono le altre 



I "* * Ti ** ** * 1 1 

* =-2-tg?.[l-l2--X*8'«J 



(3) 



La latitudine fo sarà nota calcolando il lato AC del triangolo ABC ; la diffe- 
renza di latitudine 9o - ?' tra il punto C ed il punto B si può con sufficiente esat- 
tezza calcolare dal piccolo arco di meridiano BD compreso tra il punto B ed il pa- 
rallelo che passa per C ; ossia, ponendo 



« = ?•-?' 



dalla equazione 



0= — ( , 

Pv 



dove py indica il raggio di curvatura del meridiano alla latitudine f ^ — g = ^^ . 
E se Po ^ il raggio di curvatura del meridiano alla latitudine f , si può anche scrivere 

a = ^i. (4) 

Po 

giacche la differenza tra po ^ Pv ^ talmente piccola da non produrre alterazione sul 
valore di o. 

3. 

É necessario esaminare piò da vicino lo scostamento tra la sfera e lo sferoide, 
perchè sia posta in evidenza T esattezza delle formolo precedenti. 

Il piano FCB taglia lo sferoide secondo una ellisse , la quale ò diversa dalla 
geodetica che termina agli stessi estremi CB. Però se si osserva che un arco di 
sezione verticale differisce da quello di una geodetica avente gli stessi estremi sol- 
tanto nei termini di 1^ ordine, come rilevasi dalla espressione 

^ = d^ • e* — • cos*9 • sen*2a 
ODO a* 
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che rappresenta tale differenza, sarà lecito ritenere come coincidenti queste due 
curve. 

La differenza tra gli azimut della geodetica e della sezione verticale nel punto 
C nemmeno può influire sui risultamenti del calcolo, poiché quando sen 2a = , 
essa comincia con un termine di 4^ ordine, come rilevasi dalla formola 

^ I e*cos*9sen2a s* 1 , ^ s* 

* = Tó i-^— i lii — Io" e sen ^9 sen a -— . 

12 1 - e* Np 48 ^ p* 

Però la sezione ellittica GB (che può sostituire la linea geodetica) è di bel 
nuovo diversa dal corrispondente cateto del triangolo sferico rettangolo, poiché il 
punto B non giace sulla suddetta sfera, la quale é intersecata dalla retta FB in un 
punto Bo che giace al di sopra di B. É necessario quindi esaminare la differenza 
Ira l'arco ellittico CB e l'arco circolare CB^ 

Che tale differenza debba essere di ordine più elevato che la distanza BB^ può 
dimostrarsi nel seguente modo. 

Se nel piano della sezione verticale CBB^ s'innalza la normale ali* arco ellittico 
CB nel suo estremo B, e con B| si indica il punto d* intersezione di essa normale 
con l'arco circolare prolungato, é chiaro che l'arco ellittico dovrà essere minore 
dell'arco circolare CB, , poiché se intorno all'asse BB^ si fa girare la figura CBB, 
finché il punto C cade sul suo simmetrico C| rispetto a detto asse, si vedrà che 
l'arco circolare spezzato CB|C« é esterno all'arco ellittico convesso CBC^, e quindi 

CB < CB|. 

Ha se nello stesso piano si fa girare intorno al punto C l'arco ellittico CB 
finché l'altro estremo B incontri l'arco circolare in un punto B, , sarà evidente che 
l'arco circolare (arco di circolo massimo) CB, sarà minore di CB. 

La differenza tra gli archi CB e CB^ sarà dunque minore del piccolo arco cir- 
colare B, Bt , ossia minore di BBo tg (Bf BB,), dove tg (B, BB^) é dello stesso ordine 
dell'arco o della corda CB (potendosi l'angolo B,BB*2 considerare come coincidente 
con l'angolo formato in B fra la tangente della ellisse e la corda CB). 

Nel caso che consideriamo l'arco CB é una grandezza di 1^ ordine; il pro- 
dotto BBotg(B,BBs) sarà superiore di un ordine a BBq. 

Nel piano meridiano che passa per B , se D é il punto del parallelo dove la 

sfera e lo sferoide sono tangenti, la differenza tra gli archi circolare ed ellittico 

DBq e DB sarà minore di una grandezza che é superiore di due ordini a BB^ (ciò 

che può dimostrarsi con considerazioni analoghe alle precedenti). 

É facile inoltre determinare l'angolo D nel piccolo triangolo rettilineo DB^B. 

l 
Infatti la tangente del meridiano in D forma l' angolo x con la corda DB^ , e 
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siccome il suo angolo' con la corda DB con più che sufficiente esattezea può essere 
posto eguale a 

l N, 



si avrà 



»4a--). 



ovvero 



D = y.e«cos*(p«, 

il che mostra che l'angolo D è di 3** ordine , e quindi la distanza BB^ sarà una 
grandezza di S® ordine. 

Segue da ciò che le difTerenze d*arco 

DBo-DB e CBo-CB 

saranno minori delle piccole grandezze di 7^ e 6® ordine rispettìvameni;e. 

Vogliamo anche far notare che la direzione della linea geodetica nel punto B 
può riguardarsi come coincidente con la direzione della sezione verticale GB; poi- 
ché la differenza tra queste due direzioni è data da 



i = Ti^-i Trr^^ cos*9 sen2a , 

4N*senl" ^ 



la quale* diventa trascurabile nel nostro caso, in cui a (azimut) differisce da 90° 
per la convergenza dei meridiani. 

4. 

Indichiamo con Q e P i lati AC , CB del triangolo sfcroidico AGB , e suppo- 
niamo dato AB = 9, e r azimut CAB = Z. Se Se è 1* eccesso sferoidico di esso trian- 
golo, gli angoli del triangolo piano avente gli stessi lati saranno 

Ao=Z-6 , C^ = 90«-e , Bo-90«~Z + 26 

e quindi 

Q_ 8'Cos(Z -2e) ^ p_ 8'Sen(Z-g) ^ 
""cose ' "" cose ' 
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sicché fino ai termini di 4° ordine inclusivaniente, sarà 

o 1 

= «o = — r~77, 8-cos(Z - 2s) 



p.senl" • p,8enl' 



(5) 



dove Pm ^ >I l'agio di curvatura alla latitudine media di C ed A. 
L'azimut Z' del punto A suir orizzonte di B sarà dato da 

Z'=180* + Z + m- 3e (6) 

e la latitudine <p' dall'altra 

9 - 9 = 9o - 9 - (9o - 9 ) » 
ossia, posto 

9o-9 = tt 
9'-<p = u~c. (7) 

Per conoscere i valori di u e v anzi tutto è necessario calcolare l'eccesso sto* 
lieo 3€. Ora si ha 

2pN8enl'" 

e quindi 

8^-senZcosZ 
5* = — ns ìtt- (8) 

Lo sviluppo in serie 1(1 +x) applicato alle formole (1) e (3) dà, ricordando 
che nel nostro caso /i = u 

logu = log.^-^- -|-6«cos29. (£f 

log» = logv sec ©^ - — t* tg* 9o 

M M 

logm = log rtg9^- — «'- -3-«*tg*9. 

|.s M H 

log/ = log. y ^9. - J7 «• - -y- «* tg*9« 

dove M è il modulo del sistema dei logaritmi Briggìani* 
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E se si tiene conto delle equazioni (5), e si pone per brevità 

N N 

p = V sec(Po > 9 = « tg9o ; <'o =òf- seni" «* tg(Po = sf" seni" vq 

e = -rs-sen*!" 
iz 



avremo 



3 
logli = logtto - 2 ce* cos29|.-tto* 

log» =logp -4c9* 

log m = log 9 - 2ci;* - 4cg* 

logo = log Co - cv* - 3cq' 



5. 

Finora abbiamo supposto il punto B situato nel primo quadrante ; ma è facile 
vedere che le formole sono vere in qualunque caso. 

Le quantità tio e v non debbono essere considerate come quantità numeriche, 
si bene come algebriche che cambiano segno nei diversi quadranti ; di modo che 
Uo diventa negativa se il punto B giace nel 2® e 3** quadrante, e v diventa nega- 
tivo se B giace nel 3^ e 4^ quadrante. Le variazioni negli angoli A^ e Bp del trian 
gelo piano in conseguenza delle variazioni di Z nei diversi quadranti , sono ìnte 
ramente compensate dalle variazioni di segno dell* eccesso sreroidico 3e, che deve 
essere anch'esso considerato come una quantità algebrica positiva nel 1^ e 3** qua- 
drante, negativa nel 2® e 4®. 

Le formole sviluppate innanzi sono cosi rigorose da poter essere applicate 
anche ai maggiori lati di un triangolo di 1** ordine in cui gli angoli siano misu- 
rati direttamente. 

Per un lato di 7S chilometri si può ritenere senza errore sensibile Iogu-=logUo« 
e si può trascurare la correzione a logao- 

Avendo una tavola dove sieno registrati di mimito in minuto i valori di 

il calcolo riesce oltremodo semplice. 

Poiché non è conosciuta anticipatamente la latitudine 9o del punto C , il cal- 
colo di Uo potrà essere fatto con metodo ifìdlretio, assumendo per primo valore 
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di p^ quello corrispondente alla latitudine del punto di partenza A, e quindi farri 
la correzione dovuta. 

6. 

Come applicazione delle formolo precedenti, riportiamo qui un esempio nume- 
rico. Per comoditi di calcolo poniamo 



1 = 



U = 



apNsenl" • ~ pseni" 

Punto dato A 

9 = 44* 25' 59",021 

longitudine = - 3» 53' 13",446 

Azimut di B su A = Z = 103» 38' 00", 151 

log distanza AB = log8 = 4,6943348. 

Tipo del calcolo. 



1 N 

ni = sr-^7, , IY=-^8enl" 
Nsenl" 2p 



2 Ioga =9.38867 

IogsenZ=9.98759 

log cosZ ^937231 

logi =^1.40417 

log3s=0.15-280 

3s=-l",422 

e=-0 . 474 

Z- 6^103 38 00.631 
Z-2e=103 38U1.105 



logs=4.6943348 

logcos(Z-2s)=9.3723831 

loglU8.5IOS556 

2.5772735 
corr. per la lat. f o + 40 

logtto=2.577^775 

«, = - 6'n".814 
7=44 55 59.021 



(Po = 44» 19' 41 ".•.i07 



log8=4.6943348 

logsen(Z-6)=9.9875873 

log 111=8.5090728 

log v= 3. 1909949 

logc=4.92975 
-21ogg=6.36i61 

logcg*=l. 29136 

cq*=19.56;4cg»=78 

logc=4,92975 
21ogt;=6.38l99 

logci;*=1.3il74 



ct)»=20.5 
2cv*=4i 



logV:= 3. 1909949 
cologcosf ,= 0.14548 1 5 

logp =3^364764 
-4cg*= -78 

log 6=3. 3364686 

e=+36' 10".044 

Longitudine data 

= ~3«'53'13".446 

«= +3610".U44 

Longitudine cercata 
B _ 3» IT 03".402 



VOL. XTlIt. 



logv^ 3.1909949 
logtg(po=9.9898135 

. log 9=3. 1808084 

-(2c«*+4cq*)=-119 
log m=3. 1807965 

TO = 25' 16".340 

180+Z=283 38 00.157 
m-3e = + 2517.762 

Azimut Z' 
:=284*' 03' 17.919 



log v=3. 1909949 

log 9=3. 1808084 

loglV=4.38603f6 

log «,=0.7578389 



o„ = 5".726 



«0 = 44 19 41.201 
0,= 5.726 

Latitudine f' 
= 44'» 19' 35". 481 



19 



)( li6 )( 

Per meglio far yedere l'esattezza delle forinole precedenti supponiamo dato un 
triangolo geodetico ABC. I vertici A,B sieno quelli considerati neir esempio pre- 
cedente, e calcoliamo la posizione geografica del vertice C facendola provenire tanto 
da A, quanto da B. 

I dati sono i seguenti : 



Punto dato A 



Punto dato B 



Latitudine 



Longitudine 



9= 44*»25'59".021 Latitudine 
== - 3 53 13 . 446 Longitudine 



? = 44« 19' 35" 481 
= - 3 n 03.402 



Azimut di C su A = 203 48 27 .687 Azimut di G su B= 256 22 05 . 069 



log Iato AC 



= 4,4640903 



log lato BC 



= 4,7900959 



Con calcolo analogo al precedente si trova 



Posizione geografica di C 



Proveniente da A 



Proveniente da B 



Latitudine 
Longitudine 



9' = 44* 1 1' 35".638 Latitudine ?' = 44M 1' 35".637 



= - 4 02 02.713 Longitudine 



= - 4 02 02.714 



Azimut di A su C=: 23 42 17 .951 Azimut di B su C = 75 50 41 .167 
La differenza tra questi due azimut è 

520 08' 23".216 
mentre 1* angolo sferico misurato direttamente sul punto C tra A e B è 



52*» 08' 23".22. 
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PARTE IL 



Le forinole date nella 1* parte sono più che sufficienti pel calcolo delle posi- 
zioni geografiche dei varii punti di una rete trigonometrica. Siccome può accadere 
che le formolo più rigorose possano trovare applicazione al calcolo delle posizioni 
geografiche di punti situati a grande distanza, crediamo utile sviluppare la solu- 
zione del problema con maggior rigore limitandoci ai termini di S^ ordine per la 
Lcuihidine e Longiltidine ed ai termini del 4^ ordine per V Azimut. 



1. 



Riprendiamo la formola 



•=(^)'sMS)-- 



e riteniamo i termini che contengono e* nel valore di 



Si ayrà 



d}8\ 

-j-| j = 3e*p cos 2? + 18 e*p sen*? - 21 c<p sen*? , 



/dH 



sicché 



« = p/i 1^1 + g c*ft« uos 2? + e« (6 sen*? -1 sen*?) j J , 



donde fino ai termini di 5* ordine inclusivamente 



* = Ji^' [* - 1 ^* (jf C"^**' ^ ^ *®''''^* " ^ ^^'^))] («0) 
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2. 

Nel passare dal punto C al punto B, volendo adoperare il triangolo sferico di 
cui si è parlato antecedentemente non possiamo più considerare come coincidenti 
le direzioni della geodetica e della sezione verticale, giacche la formola 

1 e* cos^cp sen 2a s* 1 , « s* ,. .^ 

^ = 12 TT^i N^-48-«*««'»29sen«.- (II) 

mostra che la linea geodetica giace sempre più a sud della sezione normale, e che 
la dilTerenza tra le due direzioni è una piccola quantità di 4*" ordine 8^ che si de- 
termina mediante T equazione 



1 s' 

83 = T^e*sen2cpsena- -= 777 . 

'48 ^ p^senl' 



ossia nel nostro caso, dall'altra 

83 = 1 e* sen 2?„ • «» sen* 1" (12) 

Se la linea geodetica nel punto C è perpendicolare al meridiano, il triangolo 
sferico avrà in esso punto un angolo che è un pò meno di 90®, e la correzione è 
data dalla (12). Però, siccome si è visto antecedentemente che le differenze CBo-CB 
e DBo — DB sono piccole grandezze di 6** e V ordine, noi possiamo di nuovo otte- 
nere le quantità 6,m,I con le equazioni (2); 1* ultima delle quali, più conforme- 
mente allo scopo^ può essere trasformata nel seguente modo. Dalla equazione 

sen (9o - l) = cos v sen 90 
si ricava 

sen I = sen 90 (- cos ^q cos v ± Vsen* v -^ cos* % cos* v) ; 



e poiché si ha pure 



tgv 

cos 9o = :r-K 
tg 9 



sostituendo questo valore nella precedente si ottiene 



sen l = sen V tg T sen 9^, (13). 
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Per ottenere il ?aIore di o non conviene più adoperare la (4), sibbene l'altra 

Pv 

e poiché No e p^ aroendue funzioni della latitudine, corrispondono a diversi argo- 

N A 

menti daremo al rapporto -^ una forma più conveniente. E facile vedere che 

Pv 



= Po(l-2^*^^®°^W 



quindi sarà 



No No /. 3 , o \ 

p« 0^ \ 4 / 



Similmente se N^^ e p^ indicano ì ?alori di Nq e p corrispondenti ali* argomento 
9o-w, sarà 



^ =^(l + c«pw8en29.). 



e 



= — ^, (i + |c»asen29,) seni 



G 

Po 



ovvero 



o = ^, (l + 7 «'o sen2foj senv tg - sen ?, (14) 

dove si osservi che la sostituzione di sen t ad I non può influire ehe nei termini 
di 6* ordine. 

3. 

Andiamo ora a determinare le quantità 

Q P 

^^^^^liM* ' ^-K.scni"' 

Per fare ciò consideriamo il triangolo sfcroidico ABC, ed indichiamo con A^ , 
Bo f Co gli angoli del triangolo rettilineo avente i medesimi lati. 
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Le formole che danno le differenze À-AotB-Bo,G-Go è noto che sono 
le seguenti : 

I 

I 

(love a , p . Y sono le curyature della superQcie al tre vertici del triangolo . S è 
Y area del triangolo, e p ed N sono i due raggi di curvatura delle due sezioni nor- 
mali principali nel vertice A. 

Nel nostro caso si ha 

I 

A = Z , = 90^ + 6,, 
sicché possiamo porre 

c« = a* + 6* , ^ = X 



p ~ -y^aCl +2e*MoSen'2(psenl"). 



Avremo dunque 



« « «ft Fi 3 , .„ « la* + 46*1 ( „-, 

^ p ab r. 3.. „ . 4a» + 46»- 



6eN [* + |«*«osenl"8ea2, + *^±i5r| 



Per calcolare i lati a e b che entrano nelle formole precedenti profittiamo dei 
rapporti 



senAp senBp 

sen Co ' sen Co ' 
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Fino ai termini del 4® ordine inclusivamente si ha 



senA 



-= sen A, (^1 + ;j^-^ j = sen (^Ao + .j-^ 



senB^ 



Bo » f, «*b* \ /. ■ a*b* ^ _ \ /_ ab' \ 

^ = sen B. (^1 ^- ^^2^.) = sen (A. + ^2^, t« B„ j = sen (B, + ^-^^^ 



sene, "\ 12p»N»/ •""■ V " ' 12p»N* ° V — \ " ' 72p*N 

quindi fino ai termini di 5" ordine inclusiTamente, sarà 

o = ssen(Z-S,) , 6 = 8C08(Z-8,) (16) 

e le quantità S, . Sj espresse in secondi saranno determinate dalle equazioni; 

*• = eii&F (' + ' "» ^*° * «^" ^' + -60^) 

Intanto, siccome fino ai termini del 4® ordine inclusivamente si ha : 

a = 8sen{Z- ^r-J^ — 77,) =ssenZ (l - ^-rr) 
\ GpNsenl'v \ 6pN/ 

6 = scos(Z~-— r^-— rrj =8cosZ(l 4- 5^) ; 
\ 3 pN sen 1 '/ V 3 pN/ 



se si pone per brevità 



ssenZ _ , « cos Z , 



= r : — —rr. = u- 



Nsenl" ' psenl" 



si avrà colla medesima esattezza 



^ v'Uo'senrr , i„ . d 8enM"(l9tj'*-3tiVn 
8i = — ^-g [1 + e«Wo seni" seni? + ^ ^J 

^ v'w'.senl" r. 5. ., « senM"(24i?« - 2uV)l , 
8, = — Y [1 + j e^tto seni ' sen 2? + ^ sJJ . a,. 



(11) 
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Questi valori di 8, e S, sostituiti nelle (16) danno 



(18) 



p^sent" p«senl 



Resta a trovare l'azimut Z,. 

Indichiamo con z^ l'azimut sferico del punto C in B, con Z^ T azimut della se- 
zione piana che passa per la normale del punto B e pel punto C, e con l^ Tazi- 
mut in B della geodetica BC. Poniamo la identità, 

Z'o = 2o + (Zo - -«) - (Zo - Z'o) (19) 

e cerchiamo le espressioni di Z^ - z^ e di 1^-1^. 

La normale all'ellissoide nel punto B. e le ret(& FBBq e BC determinano un 
triangolo sferico di cui duo lati sono 

90 + 6 e ii^a-l 

(9 essendo la depressione di C suir orizzonte di B) , T angolo compreso tra essi è 
360* — Zo e l'angolo opposto al primo lato è js^^^^O**. 
Per una nota formola trigonometrica si ha 

cot (90® + 0) sen cp :i: cos cp cos l^ - sen Z^ cot z^ , 
donde 

sen (Zo - Zo) = seii^o (*8 sen 4; - 2 cos Z© sen* | itj . 

E poiché 

J8o = 270® -85 + m, 

la precedente si trasforma in 

8en(Zo-Zo)= -tg0 8en<|/, 



)( 483 )( 
onero colla stessa esattezza 



Zo - 2o - - 04^ = ^— (<J - 0- 



Ma si ha 



, seni" , , o 
a — 1 = — j — c*tj*sen29„ , 



quindi 



Zo - 2o = - g e* Sten* 1 " 1;» sen 2 ?« (20) 



Se nella formola (II) si pone a = 210 + m e si osserva che con più che suf- 
ficiente esattezza possiamo scrivere 



«* .... 8* 



Np ( l - e*) sen 



-p; = sen 1" • v* ; — 77, = senM'-v» , 9 = 9, 

1" p' sen l" ^ ^* 



sen2a=- 2 senl"-i;tgcpo ; sena=-l, 

sarà 

I 1 

Zo - Z'^ = - - j5 e* sen* 2". r»- sen 2 9^, + _ e* sen» T'.-u* sen 2 9^ » 

ovvero 

Zo-Z'o = -i^c«senM".i;5sen2 9p (21) 

Adunque la (t9) dà 

Z'o = 270 + m-483. (22) 

Intanto, poiché 

Z,==Z'o~B 
e 

B = 1 80» + 3s - ( A + C) = 90* - Z + 3s • 8, , 
sarà 

Z| = 180» + Z + m - 383 - 3«. (23) 

TOL. znii 20 
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n 
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1.404995 
1.404979 
1.404963 
1.404947 
1.404931 



8.5111861 
8.5111740 6 
8.5111619 5 
8.5111498 4 
8.5111377 1 
8.5111255 3 



1.404914 
1.404898 
1.404882 
1.404865 
1.404849 
1.40483S 



8.5111133 8 
8.5111011 7 
8.5110889 6 
8.51107.67 2 
8.5110644 6 
8.5110521 9 
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1.404816 


8.5110398 9 
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1 404800 


8.5110275 9 


20 


1.404784 


8.5110152 5 


80 


1.404767 


8 5110029 


40 


1.404751 


8.5109905 3 


50 


1.404734 


8.5109781 7 
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1.404718 


8.5109657 6 


10 


1.404701 


3.5109533 6 


20 


1 .404684 


8.5109409 2 


30 


1.404668 


8.5109284 9 


40 


1.404651 
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1 .404635 
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1.404601 
1.404585 
1 .404568 
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123.0 



123.0 
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123.6 

124.1 
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124.4 
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125.1 
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log 
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lY 

log —seni" 
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8.5092763 5 
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8.5092682 7 
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8.5092601 7 



40 1 
40.4 
40.4 
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40.6 

40.5 



8.5092561 2 
8.5092520 5 
8.5092479 8 
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8.5092275 2 
8.5092234 1 
8.5092192 9 
8.5092151 7 
8.5092110 5 



41.0 
41.1 
41.2 
41.2 
41.2 
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41.3 
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41.4 
41.6 
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41.7 
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41.7 
41.8 
41.8 



4 3864506 
4.3864426 
4.8864:345 
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4.3864021 
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4.3863613 
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4.3863867 
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4 3662955 
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4 3862706 
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4.8862873 
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Tavola ausiliaria 
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log 
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1 .404501 
1.404484 
1.404467 
1.404451 
1.404434 
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8.5108033 6 
8.5107907 7 
8.5107781 9 
8.5107656 
8.5107529 9 
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1.404417 
1.404400 
1.404383 
1.404367 
1.404350 
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1.404215 
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1.404147 
1.404130 
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8.5105758 5 
8.5105631 7 
8.5105504 8 
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1.404113 
1.404096 
1.404079 
1.404062 
1 .404045 
1.404028 
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8.5105124 
8.5104997 1 
8.5104870 2 i 
8.5104743 5 
8.5J04616 6 
8.5104489 7 



m 



log 



1 



Nsenl" 



IV 

log— seni" 



125.5 
125.9 
125 8 
125.9 
126.1 
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8.5091569 6 
8.5091527 8 
8.5091485 8 
8.5091443 9 
8.5091401 9 
8.5091359 9 
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41.8 
42.0 
41.9 
42.0 
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42.1 



4.3862038 
4.3861955 
4.3861871 
4.3861787 
4.3861703 
4.3861619 



126.1 
126.3 
126.3 
126.5 
126.4 

126.6 
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8.5091317 8 
8.5091275 8 
8.5091233 7 
8.5091191 6 
8.5091149 4 
8.5091107 3 
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42.1 
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42.2 
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126.9 
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127.0 
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8.5090811 7 
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126.9 
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8.5090431 1 
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42.3 
42.3 
42.2 
42.3 
42.8 



4.3860015 
4.3859930 
4.3859846 
4.3859761 
4.385967? 
4.3859592 
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1.403978 
1.403961 
1.408944 
1.403927 
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1.403910 



8.5103602 4 



126.8 
126.9 
126.7 
126.8 
126.6 

126.6 



m 



log 



1 



Nsenl" 



IV 
log- ^5- seni'' 



8.5090304 2 
8.5090261 9 
8.5090219 6 
8.5090177 4 
8.5090135 1 
8.5090092 9 



8 5090050 7 



42.3 
42.3 
42.2 
42.3 
42.2 

42.2 



4.3859507 
4.3859423 
4.3859338 
4.3859254 
4.3869169 
4.3859085 



4.3859000 



Firenze, Novembre 1879. 
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L'errore di graduazione o di campionamento consiste in un erroneo traccia- 
mento od in una erronea Talutazione delle suddivisioni dell* unità di misura offerte 
dallo strumento stesso. 

In uno strumento ben condizionato quest* ultimo errore dovrebbe essere sempre 
trascurabile rispetto ai due primi, altrimenti illusorie riuscirebbero la precisione 
raggiunta nella collineazione e Taccuratezea della lettura. 

Potremo dunque far astrazione di quest* ultima classe di errori i quali rappre- 
senterebbero il lìmite estremo della precisione che il mezzo di misura adoperato 
potrebbe fornire, nell'ipotesi che nulli costantemente fossero gli altri due generi 
dì errori. 

Tanto suir errore di collineazione quanto su' quello di lettura influiscono come 
si disse lo stato dell'operatore, dello strumento e dell* ambiente e questa stessa in- 
fluenza si suddivide alla sua volta in due parti ben distinte, regolare, periodica o 
costante, e perciò calcohibile Tuna; capricciosa, accidentale, variabile Taltra. 

Gli errori di lettura e di collineazione, dovute alle cause regolari risiedenti sia 
neir operatore, sia nello strumento, sia neir ambiente, sono naturalmente legati ana- 
lìticamente colle circostanze che accompagnano la misura (posizione delle varie parti 
dello strumento, temperatura, umidità, condizioni di luce, situazione dell'osserva- 
torio ed istante dell* osservazione) , e possono eliminarsi dalle osservazioni sia col 
calcolo, sia adoperando metodi speciali neir effettuazione delle misure. 

La parte irregolare invece dì tali errori, dovuta a cause momentanee che per- 
turbano Io stato normale dell operatore , le condizioni di equilibrio termico e sta- 
tico dello strumento, lo stato dell'ambiente, in cui si opera ecc. , è saltuaria eii 
ha per caratteristica di manifestarsi con indifferenza tanto in un senso quanto nel 
senso opposto, oscillando fra due limiti di segno contrario che potranno aver sen- 
sibihnente lo stesso valor numerico. 

Ci proponiamo appunto in questo breve studio : 1^ Di vedere fino a qual punto si 
possa determinare Tinfluenza degli errori accidentali sul complesso di un dato si- 
stema di osservazioni fatte in condizioni sensibilmente identiche ; 2^ Di studiare se 
sia possibile di combinare le osservazioni stesse in modo da attenuare quell'in- 
fluenza ; 3® Di discutere se si possa giudicare con metodi escogitati a priori , del 
grado di precisione conseguito nel risultato ottenuto colla fatta Combinazione. 

Supponiamo adunque di trovarci in presenza di una serie di risultati o, o^..,o^, 
ottenuti in identiche circostanze, da uno stesso operatore, munito dello stesso stru- 
mento ed operando con tutta la diligenza possibile per ottenere il valore di una 
grandezza T, e supponiamo che dalle quantità o^ o, .. o^^ , sieno stati eliminati gli 
errori regolari di collineazione e di lettura. 

Chiamando allora con E^^'> Terrore totale accidentale di collineazione delf os- 
servazione 0| , il medesimo si comporrà almeno di tre parti elementari distinte 



±^'\o , ±t^\. . ±t^'^ 



•♦• 
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dovute rispettivamente air operatore, allo strumento ed all'ambiente e si avrà: 

ECO =:4-e(0 ^4.g(0 Ve^O . 

Analogamente, chiamando E^^^ Terrore complessivo di lettura dell* osservazione 
stessa, si avrà : 

Cosicché fra la quantità V ed il suo valore osservato 0| , trascurando quantità 
di ordine inferiore (errori di graduazione e campionamento, i quali del resto si pos- 
sono supporre già eliminati cogli altri errori costanti o regolari) esisterà la rela- 
zione : 

V = 0. -f E,(0 + E/*) = 0. ± 6,^0^*^ ± 6c,/*^ ± Sca^*^ ± ^^.o^'^ ± 6|./*5 ± ^^^^H). 

Una simile relazione si avrà per ognuna delle altre o'^servazioni date e potremo 
scrivere in generale che : 

ove 1^ varie e rappresentano gli errori elementari accidentali di coUineazione e di 
lettura dovuti alle tre cause che abbiamo visto influire sulle osservazioni, e la cui 
caratteristica è di potersi presentare, con eguale facilità col segno più o col se- 
gno meno, e con un valore numerico qualunque, variabile fra lo zero e due limiti 
spesso detenuinabili esperimentalmente. 

Ciò che ci proponiamo adunque di esaminare e se vi sia un modo speciale di 
combinare le osservazioni 0,0^ ••• o„ , già depurate, come si disse degli errori re- 
golari e calcolabili, in guisa da cadere sopra un risultato che si possa affermare 
più esatto di quello che si otterrebbe dalle osservazioni stesse combinandole in un 
altro modo qualsiasi, ed in caso afTermativo, se sia possibile giudicare del grado 
di approssimaaione conseguito nel detto risultato. 

La quistione, come già dissi, interessa tutte le scienze, le quali per uno scopo 
od un altro, debbono ricorrere ali* esperienza ed interessa perciò la balistica, la 
geodesìa , la meccanica applicata, la fisica e perfino le scienze biologiche e le so- 
ciali, e scopo del presente scritto è di vedere se i metodi fondati sulTa priori ^ 
sieno razionalmente applicabili alla sua soluzione. 

§.2. II risultato R che si vuol ottenere combinando nel modo più conve- 
niente le osservazioni fatte, dovrà evidentemente essere il valore più probabile da 
attribuirsi alle quantità T in presenza dei valori egualmente probabili forniti dal- 
r esperienza. 

VCL. XVIII 2t 
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B dovrà perciò essere una funzione di o^o^ ... o^^^ e tale funzione potrà es- 
sere non esprimibile analiticamente , ed anche ammettendo che essa Io sia , la 
sua forma potrà variare colla natura, e le circostanze che accompagnano T osser- 
vazione. 

Supponiamo per un momento che detta funzione sia esprimibile analiticamente 
e che essa conservi la stessa forma per un dato genere di osservazioni fatte con 
un determinato metodo. 

Una tale funzione dovrà evidentemente soddisfare alle due seguenti condizioni: 
1^ Essere simmetrica rispetto alle osservazioni o^ o^ . . . o^^ poiché queste 
quantità avendo per ipotesi un egual grado di attendibilità, esse debbono contri- 
buire nello stesso modo alla determinazione di B. 

2^ Cambiando l'origine della graduazione dello strumento il valore più pro- 
babile B dovrà solo mutare di una quantità costante ed eguale alla differenza di 
posizione delle origini, cioè se B = /'(0| , Ot , o^ ... oj dovrà f essere tale che 

f{o^ + k , Ot + &,..., o„ + fc) = & -f /"(Oi ,0,,. .•joj (1) 

perchè evidentemente la posizione dell'origine della graduazione non deve influire 
sulla situazione del punto di questa cui risponde il valore più probabile B. 

Bastano queste due sole condizioni per determinare la sola forma di ftinzione 
che può rappresentare la quantità B, ammesso ma non concesso che una tale fun- 
zione esista. 

Infatti facilmente mediante la serie di Taylor si ottiene partendo dalla rela- 
zione (1) : 

/(Oj + & , Ot + &,.,. ,o« + &)=/'(o, ,Ot,03...o„) + k2 ^+- Z ^.. . 
e 

Belazione che dovendo esser soddisfatta qualunque sia k conduce alle seguenti 
conclusioni : 

2^.^1 e sji^ = 0. (3) 

do do* ^ 

Ha le equazioni (3) dovendo sussistere qualunque sieno i valori di 0| o^.-.o^i, 
ne seguirà 

-T— = COSt. , :5-^ = C0St. , . . . ,-:j-4=0 , T-^=0,..-r — -j— =0... 

dOi ^ doi ' do^^ do^* dO| do. 
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Cioè la funzione f dovrà essere di P grado in OyO^. . . o„ e siccome pella 
1* condizione enunciata essa deve essere simmetrica rispetto alle quantità stesse , 
cosi essa non potrà avere altra forma che la seguente : 

R = pOi + p'0, + . . . + p • 0^ + costante 

ove la quantità p dipende dal numero delle osservazioni e la costante dal numero, 
dalla natura, dalla precisione e dalle circostanze in cui le medesime vennero fatte. 

La condizione ij-^ì ci dà immediatamente p + p + p+.-* + p=l» ossia 

1 
p = - , n essendo il numero delle osservazioni. 

Dunque, ammesso che R sia una funzione esprimibile analiticamente per mezzo 
delle sole osservazioni, ed ammesso che questa funzione conservi la stessa forma 
indipendentemente dal numero di quelle, rimane rigorosamente assodato che una 
tale funzione non può aver altra forma se non quella della media aritmetica più 
una costante indeterminata , cioè : 



B = ?L±£l±^LL.+ ^ + C (4) 



n 

Ordinariamente si fa C = aggiungendo alle due condizioni cui abbiamo detto 
dover soddisfare la funzione f, la terza che cioè quando o^ = o, — ... =o,, debba ri- 
sultare R = o, = 0, = ... =o„. ma rimane a dimostrarsi che lo stesso valore di C 
risponda egualmente bene ai caso singolare ora indicato ed a un altro caso qua- 
lunque. 

È certamente comodo il mandare a zero una quantità indeterminata, ma non 
posso dire che ciò sia logico, perché C è bensi costante rispetto ai valori delle os- 
servazioni 0| 02 ... 0,^ , ma nulla prova a priori che tale quantità rimanga immutata 
col mutare delle circostanze che accompagnano l'esecuzione delle osservazioni stesse 
e col mutare della natura di queste e Io vedremo fra poco. 

§. 3. Per un'altra via si può giungere alle stesse conclusioni partendo dal 
semplice concetto che la funzione f delle osservazioni egualmente probabili, che ne 
rappresenta il valore più probabile, debba essere simmetrica rispetto alle osserva- 
zioni stesse. 

Sia infatti B» = f{o^ o, . . . o,,) (1) il valore più probabile cercato e pongasi 



R - Oj = a?! 
R - 0, - Xj 

• . • . 



R-o» = av 



(a) 
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ove XiX^ ... x^ sono i cosìdetti scostamenti delle varie osservazioni dal loro valore 
più probabile B, 

Si ricava agevolmente da queste relazioni che B = Of + CC| e che 

Oj = 0| + X, — oc, , O3 = 0, -f aC| — ajj <>fi = 0| + aC| — x,,. 

Percui sostituendo nella (I) verrà 

0, + X, = fiOi , 0| + X| - X, , 0, + X| — Xj, > 0» + 35| - ac„) 

relazione che dovendo essere vera per qualunque sistema di osservazioni, f dovrà 
essere una funzione simmetrica di forme tali che questa relazione si riduca ad es- 
sere una identità. 

Ora essa può scriversi come segue : 

0| + X, =^(0| +X, -X, , 0|+X|-Xj , 0, -fX|--X, , . . . , 0, H-X, -X||). 

E sviluppando successivamente colla serie di Taylor verrà: 



poiché 



df ^(^f) 



cioè la derivata di f rispetto a 0| + x, è eguale alla sua derivata rispetto a o^ nella 
quale per 0| si sostituisca 0| f X| e continuando lo sviluppo : 

Oi+x«=:f(0i , 0, , 0|, ..., 0|)+n-x,(^)^^+{-X|-x,-..-xj[(^)^^-Hi^-x,+..] . 

Ora questa relazione si può ridurre ad essere un' identità ponendo : 



[Xj "T Xj T" • . • T" X||J 



{(^X/"^«'''+--}=^ ^*°"**°**^^ 



/"(o, , 0| , , Oj) - 0| = e (costante) 



' \(tO|/0| 
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Dalla tersa deriTa ehe 






e quindi che 



;r-4 = , :7-T=0 ecc. 
dO|* dO|' 



onde la prima darà : 



Xj -f ac, + . . . +aj|, = n-C 



equazione la quale associata alla (a) dà 

É questa la soluzione più generale , la quale include come caso particolare 
a^i + X2 + . • . + Xn = , ma nessuna considerazione a priori giustifica questa sup- 
posizione. 

Siamo giunti cosi per un* altra yia alla conclusione che ammessa la possibilità 
di rappresentare la quantità B con una funzione analitica delle osservazioni, questa 
non può essere se non simmetrica e di primo gi;ado , ma rimane sempre indeter- 
minato il valore della quantità R, perchè essa risulta eguale alla media aritmetica 
delle osservazioni stesse, più una costante a determinare la quale non basta il con- 
cetto che le osservazioni in questione sieno egualmente attendibili. 

§. 4. Vediamo ora se il calcolo delle probabilità ci possa fornire qualche ul- 
teriore lume in questo argomento. 

Premettiamo che 1* ammettere che 

R = /"(Oj , Oj , Oj , . . . . o„) 

sia il valore più probabile a dedursi dal sistema dato di osservazioni egualmente 
probabili, equivale ad aounettere che gli scostamenti X| , sos , x, , . . . , as» sieno 
essi stessi i più probabili. 

Ora ammettiamo per un momento ohe si possa rappresentare con una funzione 
analitica y = fc-?(x), nella quale k sia una costante, la probabilità di uno scosta- 
mento X ; ne seguirà che la probabilità composta 

n = fc*. 9(051)9(052) ...... 9(«ii) 



)( «6 )( 

del sistema di scostamenti in quistione dovrà essere un massimo , teneido conto 
della relazione 

aji + aj, + -f a5„ = n-C 

che abbiamo visto collegare necessariamente gli scostamenti stessi. 

Ora il prodotto 11 sarà massimo tuttavolta che lo sia il logaritmo di ^ 9 quindi 
avremo per equazioni di condizioni : 

a;, + a?, 4- + ac^ = tiC ' 

Ora è chiaro che la seconda di queste relazioni esprime che 

S = (X| - C)« + (aj, - C)* 4- + (X, - C)« = minimo (e) 

giacché sostituendovi per X| , Xs , Xj . . . i loro valori tratti daUa (a) verrà 

S = (R-o,-C)* + (R-o,-C)*+ +(R-o, - C)» 

e ponendo pel minimo 

dR "' 

si ottiene appunto 

(R - o« - C) + (R - Oj - C) + =0 

ossia 

Xj-C + x,-C+ H-x«-C = 0. 

Ha dalla (C) si ha differenziando 

(x, - C) dX| + (X, - C) (te, -f + (flo« - 0) dXf^ = 

equazione che moltiplicata per una costante arbitraria k e combinata eolia prima 
delle (6) conduce alla relazione : 



^(?Ì!}-^*('"'"^0.*"«=® ^* 
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la quale dOTendo esser vera qualunque sia il valore delle Xi x^ . . . Xf^ ci fa ve- 
dere che la forma della funzione f deve soddisfare alla condizione : 

Da cui agevolmente si ottiene ponendo k = h^: 

(p(x) = C'-e (e) 

ove C dovrà esser tale che 






dunque 

Vie 

e la probabilità II del verificarsi degli scostamenti x^x^ . . , x,^ che soddisfano 
alla relazione £X| = n<C, ossia la probabilità che 

n 
rappresenti il valore a dedursi dal sistema dato di osservazioni sarà: 



na 






Questa probabilità, per un dato valore di C è massima purché il valore di B 
sia scelto per modo che 2 (x - C)* sia un minimo, ossia per 

R = ?^ + C, 

n 

il che soddisfa alle equazioni di condizioni 6, e siamo ora in grado di assicurarci 
se a priori si possa assegnare a C un valore speciale che renda n un massimo 
rispetto a C. 

Evidentemente ciò non è possibile , perchè qualunque sia C , per un dato si- 
stema di osservazioni^ le differenze X| - C , a^ ~ C • • • rimangono costanti. 

Infatti 

Io. 
a3i-C = R-04-C = — ^-0|. 
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Dunque, qualunque sia G, costante rimanendo il valore di II, concluderemo 

che a priori è egualmente probabile il valore R=? — --\-C quanto il valore R = — . 

n fi 

L* ipotesi C -0 risponde al principio della media aritmetica ed a quello dei 

minimi quadrati perchè allora la seconda delle (6) dà 

VI 

2 X, = da cui R = — *- e SaCi daj4 = , 

ossia ! 26,'= minimo ; ma da quanto precede scorgesi come a priori una tale ipo- 
tesi non abbia maggiore probabilità dell'ipotesi più generale 

2) X, = ?i • C 2 (x, - C)* = minimo. 

Osserverò di più che la curva della probabilità di Gauss : 

Vie 

risponde appunto all'ipotesi C = come può verificarsi osservando T equazione (e), 
ma per le ragioni addotte ; tale legge non ha, a priori^ ragione di esser preferita 
alla legge più generale 

Vie 

né V* ha alcuna ragione, per credere che il valore più conveniente da attribuirsi a 
C col mutare del numero, della natura delle osservazioni, e del metodo secondo le 
quali esse sono fatte, debba essere sempre lo stesso. 

L'analisi non ci dice altro, se non questo, C è costante rispetto ai valori delle 
0, , 0| , O3 , . . . , 0^ , è indipendente cioè dalla grandezza di queste quantità, ma 
nulla vieta, che C muti col mutare della natura delle quantità stesse e delle cir- 
costanze che accompagnano la loro determinazione. 

Le equazioni (b) ci rappresentano analiticamente due fatti, il primo è conse- 
gueuLa della definizione della probabilità matematica ed esprime la condizione cui 
deve soddisfare la funzione 9 perchè la probabilità composta 11 sia massima, il se* 
condo fatto consiste neir ammettere come più probabile quel sistema di scostamenti 
X| x, ... che soddisfa alla relazione Hx, = 7i*C. 

La prima equazione dipende dalla sola ipotesi che la probabilità di un dato 
scostamento x si possa esprimere con una funzione analitica delio scostamento 
stesso, e la seconda è conseguenza diretta dell'altra ipotesi consimile fatta a § 2 
e 3, che cioè il valore di R si possa esprimere anche esso con una funzione ana- 
litica delle osservazioni. 
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Ora mutando la seconda delle (6), cioè facendo variare G, mutiamo il secondo 
fatto da considerarsi come il più probabile, e varia di conseguenza la corrispon- 
dente legge di probabilità. Non rimangono dunque per determinare la nostra scolta, 
cbe delle considerazioni a posteriori ed è appunto qui che ci gioveranno le rifles- 
sioni fatte in principio di questo studio intorno alla natura e composizione degli 
errori accidentali nelle osservazioni e misure. 

$. 5. Abbiamo visto al $. 1 che in generale fra il vero valore Y di una quan- 
tità ed un suo valore o^ osservato esiste una relazione della forma 

V = 0, i e,/) ± B,/) ± e,/) ± t,^,i*) ± e,,,<*) ± €,,,(*> (1) 

• 
in cui le e rappresentano gli errori accidentali elementari di coUineazione e di let- 
tura dovuti all'operatore, allo strumento ed all'ambiente. 

Queste quantità sono di loro natura essenzialmente variabili, oscillano ciascuna 
fra limiti di segno contrario e sono suscettibili di manifestarsi colle stesso frequenze 
tanto in un senso quanto nel senso opposto. 

I sei errori elementari messi cosi in evidenza potendosi adunque con eguale 
facilità presentare col segno + o col segno - , ne segue che è egualmente proba- 
bile una qualunque delle 2* combinazione dì quei segni nella relazione (1) , ossia 
cbe T è suscettibile per uno stesso valore di 0| di assumere, colla stessa proba- 
bilità uno qualunque dei 2< valori che nascono dalle dette combinazioni per dati 
valori numerici delle varie e. 

Altrettanto dicasi per una seconda osservazione o^ per la quale abbiamo visto 
sussistere una relazione analoga alla (1), dunque la somma 

0. + 0, = 2V - 2:(± e(«)) « s (:fc eW) 

sarà suscettibile di (2*)' valori egualmente probabili, potendo ciascuno dei 2* va 
lori di 0| combinarsi con tutti i valori egualmente probabili di 0|. 

Ed in generale è facile vedere che se n sono le osservazioni si avrà 

S 0, = n- Y - S (:i: 6(«)) - 2 (± e<»>) - ... - 2 (i £<«)) = n- V - E(,/») (2) 

ove la quantità E(|)<*> = £(,/*) {± e) può assumere indifferentemente e con eguale 
probabilità (2*)* = 2** valori differenti corrispondenti alle 2*^ combinazioni eguai- 
mente probabili dei segni delle e per dati valori numerici di queste. 

Zo« 
Ora r ammettere che il valore più probabile di Y debba essere — ' equivale 

fi 

(equaz. (2)) ad ammettere che l'ipotesi più probabile cbe si possa fare sul valore 

della quantità E(|)^"J sia E(|/»> = 0. 

Tale è infatti l'ipotesi di Gauss, da lui ammessa, come vera rigorosamente 

quando è infinito il numero deDe osservazioni e come suflicientemente prossima 

al vero quando le medesime sieno soltanto molto numerose. 
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Noi ci proponiamo di analizzare, quale sia la probabilità dell* ipotesi E(4)^*)=0 
rispetto ad un'altra ipotesi qualunque, egualmente plausibile a priori, come si è 
visto, cioè E(|)^'*) = 7iC, e qualora quest'ultima sia meno plausibile della prima in- 
dagheremo se questa abbia un tale grado di plausibilità da giustiOcare il fatto di 
prenderla sotto la sua forma analitica £a?| = oppure Zoe, dx, = 0, a fondamento 
di tutta una teoria sulla legge degli errori e sulle correzioni più probabili da ap- 
plicarsi ad un dato sistema di osservazioni. 

Nella quantità E(,)(") entrano 6 x n errori elementari e e se questi hanno tutti 
valori numerici differenti fra di loro , non potranno essere contemporaneamente 
nulli più di 2 X 6 X n dei 2^xn valori di cui è suscettibile quella quantità , e dico 
2 X 6 X n e non 6 x n perchè i valori di £(,)(**) sono due a due eguali e di segno 
contrario, per modo che il sistema degli e che soddisfa 6xn equazioni della forma 
£(,)(*) = ne soddisferà pure altrettante della forma - £(1)^*^ = 0. 

Dunque in generale, la massima probabilità della media aritmetica sarà : 

_ 2x6xn 6xn 

quando gli errori elementari e si riducono a 6 come per semplicità abbiamo voluto 

supporre. 

Ora domandiamoci quale sia la probabilità massima che la quantità E(,)(") as- 
suma un dato valore ±C per un determinato sistema di valori numerici delle e. 

Evidentemente le eventualità favorevoli rispondono al caso in cui le 6 x n 
e verifichino 2x6 xn equazioni della forma ±E(,)(") = C; percui la massima pro- 
babilità che si abbia a verificare 1* ipotesi E(|)^'*)=:±C è eguale alla massima pro- 
babilità che si verifichi F ipotesi di Gauss E(,)(") = 0. 

Nel caso generale adunque in cui i valori numerici delle e sieno qualunque e 
tutti diversi gli uni dagli altri, la teoria delle combinazioni ci fa vedere che non 
v*ha ragione a priori di preferire l'ipotesi di Gauss ad un* altra qualunque, tanto 
più che a cagione della forma speciale delle 6 x n equazioni di condizione della 
forma E(,)("^ = , in generale, non ne potranno venir soddisfatte se non 3xn senza 
che sieno nulli contemporaneamente tutti i valori delle £. 

É chiaro d* altra parte che ammettendo che pef uno stesso numero di osser- 
vazioni si abbiano a ripetere più volte collo stesso valore numerico le s, cioè am- 
mettendo che i valori numerici delle 6xn e non sieno tutti diseguali fra di loro, 
si darà certamente il caso che riproducendosi identicamente un corrispondente nu- 
mero dei valori di E, crescerà il numero delle equazioni della forma E(|)(*) = o 
quelli della forma E^d^*) = ± C che si possono soddisfare contemporaneamente con 
un dato sistema di valori numerici delle e stesse. 

Cresceranno cioè nello stesso rapporto le eventualità favorevoli a ciascuna di 
queste due ipotesi, cosicché per paragonarne le probabilità potremo, con vantaggio 
della semplicità del ragionamento , prendere a considerare il caso ipotetico in cui 
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nelle Tarie osservazioni eostante si mantenga il valore numerico dei vari errori ac- 
cidentali elementari in cui abbiamo visto scomporsi Terrore accidentale complessivo. 
E per passare dal semplice al complesso, supponiamo di avere : 

V = 0| =t e, =fc 6, 

V = Ot ± e, ± q 

ove E, ed e, rappresentino gli errori accidentali di coUineazione e di lettura. 

É facile di assicurarsi allora che la quantità E/'^ = d: g^ -f Sj^ ^ Sj ± Ej ^ suscet- 
tibile di assumere 2*^* =16 valori diversi, dei quali 4 soli sono nulli. Cioè in 

questo caso la relazione V = * ^ ' ha solo r di probabilità in suo favore. 

'2.* Se invece di due si hanno quattro osservazioni, cioè se si ha : 

V = o,±e,±6, 

V = o,±e4±e, 

V = 04±e|±e, 

Si troverà agevolmente che E(|)<*) è suscettibile di assumere 2*x* = 256 valori 

egualmente probabili, dei quali solo 36 sono nulli. 

1 
Cioè in questo caso la probabilità della media aritmetica scende ad = . 

1 
3.® Nel caso di 8 osservazioni tale probabilità scende ad j^ perchè su 6SS36 

combinazioni possibili ed egualmente probabili 4900 sono quelle che si annullano 

spontaneamente. 

Dunque anche nell* ipotesi specialissima che abbiamo analizzata, la quale è 

molto favorevole alla spontanea reciproca elisione degli errori accidentali, mentre 

il numero delle osservazioni cresce come 2:4:8, la probabilità della loro media 

11 1 
aritmetica descresce come 7 : n • tò- 

4 7 13 

A ciò dovevamo aspettarci poiché nel caso generale la probabilità massima che 

Ti' X ti 

possa avere la media aritmetica è rappresentata dalla frazione ^^n'xn^x (^' essendo 

il numero degli errori accidentali elementari componenti Terrore complessivo di 
ciascuna osservazione), ed il valore della medesima decresce evidentemente col cre- 
scere di n'xn. 
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Ciò pare in opposizione coiridea generalmente accettata che moltiplicandosi 
le osservazioni, gli errori accidentali debbano nella media finire per compensarsi 
ed è appunto questa idea cLe avvalora l'ipotesi di Gauss Sos' = 0, ma sottoponendo 
queir idea al rigore della teoria delle combinazioni, chiarissimamente appare quanto 
la medesima sia fallace. 

E di ciò ci rende ragione il buon senso, perchè crescendo il numero delle os- 
servazioni se da un lato crescono le eventualità favorevoli alla spontanea elezione 
degli errori accidentali , crescono pure ma molto più rapidamente le eventualità 
possibili ed egualmente probabili non favorevoli ad una tale elisione, e ciò in gene- 
rale nel rapporto appunto di n' xn a 2'*X'»'-^ . 

Gli errori che realmente tendono ad eliminarsi moltiplicando le osservazioni 
sono quelli che hanno carattere periodico come gli errori di fase, nel puntamento 
dei segnali geodetici, come quelli di corsa dei microscopi micrometrici ecc. 

Per questi è un fatto che distribuendo opportunamente le osservazioni per ri- 
spetto al tempo e valendosi dello strumento in tutte le posizioni possibili rispetto 
air orizzonte, si otterrà nel medio di molte osservazioni un risultato quasi indipen- 
dente dalle influenze periodiche, appunto perchè queste seguono una legge di pe- 
riodicità che li fa agire in modo continuo sulle osservazioni fra due limiti eguali 
e di segno opposto. 

Praticamente poi le cose si verificheranno in modo molto più sfavorevole al 
principio della media aritmetica, per ciò che riguarda 1* influenza degli errori acci- 
dentali, poiché come già dissi, il caso da noi analizzato è singolarmente favorevole 
alla loro spontanea reciproca elisione. 

A qual titolo adunque possiamo noi accettare il principio fondamentale lx'=0 
della teoria di Gauss e del metodo dei minimi quadrati? 

Non è fors^ pericoloso per la scienza il calcolare in base ad un postulato cosi 
ottimista gli errori probabili e gli errori medi dei risultati delle osservazioni quando 

quel postulato nei casi più favorevoli non raggiunge esso stesso j di probabilità da 

verificarsi ? , 

§. 6. Il metodo dei minimi quadrati considerato come un mezzo di rappresen- 
tare con un risultato unico o con poche equazioni un complesso di risultati e di 
equazioni discordanti pel fatto dell* imperfezione dei mezzi adoperati per conseguire 
quei risultati, è per la sua semplicità ed eleganza pregevolissimo ; ma ciò da cui 
parmi sìa prudente il guardarsi gli è il volere giudicare per mezzo delle formole 
che danno gli errori medi 1* accuratezza dei conseguiti risultati. 

É soprattutto parmi non sieno giustificabili le numerose conseguenze analitiche 
che dal principio £x'cte' = si sogliono dedurre, appunto perchè quel postulato 
ha nel fatto troppo poca probabilità di realizzarsi. 

Nella misura delle grandezze, tutti gli errori compresi fra due limiti dati dalla 
somma dei valori numerici dei limiti corrispondenti degli errori accidentali elemen- 
tari, voglionsi considerare come possibili. 



)( "3 )( 

Saranno, se si vuole, meno probabili gli errori grandi che i pìccoli, ma nes- 
suna legge dedotta a priori potrà assicurarsi come accettabile intorno alla frequenza 
relativa degli errori accidentali complessivi di varia entità. 

Assumendone una si cade neir arbitrario , e preferendo quella di Gauss si 
corre il pericolo di giudicare con soverchio ottimismo i risultati conseguiti. 

Sono adunque già troppo ardite le primissime conseguenze analitiche del prin- 
cipio dei minimi quadrati e della legge degli errori di Gauss, e considerando l'im- 
mensa mole di lavoro, il tempo e la spesa che seco trae la compensazione di una 
rete geodetica, parmi riuscirebbe più utile alla scienza , il dedicare quel lavoro , 
quel tempo e quel denaro all'acquisto di strumenti più perfetti, allo studio più accu- 
rato degli strumenti stessi ed al seguire nella pratica metodi sempre più razionali. 

Un operatore che conosca bene il proprio strumento , che ne abbia determi- 
nate le costanti, che conosca la propria equazione personale e che non osservi che 
nelle condizioni più favorevoli, produrrà un lavoro che rappresenta tutto ciò che 
possono dare i mezzi posti a di lui disposizione, ed alla cui esattezza ed attendi- 
bilità il calcolo di compensazione non può aggiunger nulla, perchè il medesimo 
poggia su un postulato arbitrario e la cui probabilità di realizzarsi è troppo pic- 
cola, perchè lo si possa accettare a fondamento di tutta una complicata teoria , 
lunga, tediosa, e costosa ad applicarsi. 

In quest'ordine di idee è air esperienza diretta che bisogna far capo, e molti 
sono i mezzi pratici per determinare con tutta accuratezza i limiti fra i quali oscil- 
lano gli errori di collineazione, di lettura e di graduazione di un dato strumento. 

Fra quei limiti tutti gli errori sono possibili e la moltiplicazione delle osser- 
vazioni servirà essenzialmente a promuovere la spontanea compensazione degli er- 
rori aventi carattere periodico. 

Per ciò che riguarda gli errori accidentali è arbitrario qualunque principio che 
si voglia adottare per compensarli o per giudicare della loro entità, o peggio ac- 
cora per determinare le cosidette correzioni più probabili da applicarsi alle os- 
servazioni. 

Tale è la conclusione cui mi ha condotto il presente studio , del resto parm 
che a priori si senta come sia una vera violentazione dello spirito scientifico dei 
tempi nostri, il voler alterare in base air a priori ì risultati dell* esperienza I 

Torino U 28 Agosto 1819. 
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RISOLUZIONE DI UN SISTEMA DI SEI EQUAZIONI FRA NOVE QUANTITÀ 



P8B 



GIOVANNI FRATTINI 



La ricerca dell' equazione che senza dimostrazione pubblicai nel Giornale di Ma- 
tematiche ad uso degli studenti delle Università Italiane (Voi. XVI, 1878, p. 371), 
si può far dipendere dal seguente sistema di equazioni fra le nove quantità : 

^H > ^I» > ^38 9 ^ai 9 ^«8 » ^18 9 Aji I Ajj , A|2 i 

3 A|| A|j — 2 A|j A|5 Ajj + A,2 A22 = (1) 

3 A32 A21 — ^ Ajj Afi Ah -f Ajj Ajj = (2) 

3 A|3 A31 — 2 A31 A32 A22 + A34 A|| = (3) 

3 A31 A|2 — 2 A|3 A|2 A22 + A|3 A33 = (4) 

3 A|2 A23 — 2 A21 A23 As3 + A2t Aji = (5) 

3 A2J A31 — 2 A32 A31 A|, 4- A32 Aj2 = 0. (6) 

Si tratta ora di esprimere le nove quantità come funzioni di tre parametri in- 
dipendenti, uno dei quali, (quello che in appresso verrà chiamato k) è destinato a 
sparire dall'equazione 9 = (*). 



(*) L'equazione di una curva del quint' ordine che ha una cuspide in ognuno dei 
tre punti (a?! , , 0), (0 , a;, , 0), (0,0, x^, si suppone essere : 

f = «1» (A,2a?2 + A.„a?5)« + a?2» (A23a?3 -f A^^x^)^ + a;,» (A3^a?^ + ^nflù^ 

Le sei equazioni delle quali presento ora le soluzioni, sono a due a due la tra- 
duzione in termini finiti della condizione : 

(^) l' = 0. 

\dX|/«i -f do?! , dXi , dx^ 
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Combinando la (1) colla (6) si ottiene : 

(A) 3 (A,,« A,3« A3,« - W A,.* A„«) - 2 A„ k,, (A,, K^ A,, - A„ A., A,.) •- 0. 

. Permutando circolarmente i primi e i secondi indici, si ottengono duo formolo 
analoghe relative alle combinazioni della (4) e della (2) della (3) e della (S). 

Dalle equazioni (1) , (3) , (4) , si traggano i valori di A,| , A,, , o si soHtltut- 
scano nel binomio : 

A|s A33 A3J — Aji A|| A|j. 

Si avrà: 

- 3 AijAjiCAjjAajAaa - A3|A,,A„) = 9 A^Aj, (A„»A„ - A,j*Aj|) , 

la quale equazione, paragonata alla (A), dà origine all'altra : 

(B) A,3A3, (A„«A„«A3,« - A„*A3,«A„*) + 2 A.,«A„« (Aa.-A,, - A^'A.,) =- 0. 

Questa, e quelle che ne derivano colla solita permutazione dei duo niMtcmi di 
indici, non contengono più le quantità A^ , A22 1 A33. Poniamo : 

Aii-i ^-11 ^-v 

^11 '^U '^Mi 

Dalla (B) avremo: 

X* it* V* - 1 + 2v« (^- ^ - ^. Ai»!^ ^ 0. 

^Ajj A^ Aji AjjV 

Ora: 



A«__J ^ —^21 A|3 A^i _ y 

A|3 À V At3 A|^ 

perciò sostìtueodo, dopo aver posto : 



e delle analoghe, reUlire a paati : 

rispetiiTameiiie. 

(x, , , 0), parteade dai paatr^* 
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si avrà : 

X.j,tv«-l+2v«(^-i:^*)=0, 

onero, fatti sparire i denominatori: 

2ZX + XZ (X* li* V* - 1 ) - 2v» X' |Ji* = 0. 



L' ultima equazione, e le due : 



2 XY + tiiX(X* |JL* V* - 1) - 2X» li» v« = 
2YZ H-vY (X»ii*v*-l)-2|i«v»X* = 

tengono il luogo di (B) e delle analoghe. 
Ponendo 

X = toX , Y = oi|i , Z = tav 

e intendendo che (o sia un fattore, radice dell'equazione di secondo grado: 

2w* + (X» |i« V* - 1) w - 2X« |i* v» = 

avremo i due e i soli duo sistemi di valori finiti di X , Y , Z , i quali soddisfano 
alla precedente terna di equazioni. Le (C) diventano : 

Asa* = Ajj* Xw , A,5« = A3,Vw , A.j,* = A,4*vw, 
ovvero : 

v*A,|» = A„*Xw , X*A42* = A3,-jiw , p.*A,j« = A„* vw. 

Ne segue che X , pi , v debbono adempiere la condizione : 

Xiiv = w» , 

che corrisponde nel problema geometrico a quella delle tre tangenti cuspidali. E 
quanto ad (o, possiamo finalmente dire che io è radice dell* equazione numerica: 

2w« + (w« - 1) w - 2w* = 0. 

Dovrà poi esistere la proporzione : 

A|s* : Aji* : A,2*=v*X : X*w : |iw** 



)( m )( 

ed essere: 



rappresentando k un fattore, e per conseguenza: 

A3, = vX »JTv} , A„ = Xw ^Tkv^ , A,| = piv ^'Kk. 
L'equazione per co, si scompone come segue: 

w(w* - 1) (w* -f w + 1 + w V"2") (w* + w + 1 - w VT") = 0. 

L'ipotesi di to = 0, e quella di o) = !, non corrispondono a vere curve, e quindi 
non debbono esser contemplate nel problema geometrico. Per ottenere adesso i va- 
lori di A4S , A,, . A33 , per mezzo di X , [i , v , A;, si sostituiranno i valori precedenti 
nelle equazioni (1) , (2) , (3). 

Esse diverranno: 

3 A;Xci)« - 2 XAjj + A,, = 

3 Ateo' -2iiA4i + A8s = 

3 kto'Xv - 2 vA„ -f A|, = 0. 
E sì troverà : 

3fcXvco» . SfcXio* _ Sfcw» 

^"""2i7:n • ^^""'2w-l ' ^" "" Siigli • 

Ecco espresse le nove quantità per mezzo di tre quantità indipendenti , cioè 
di fc, e di due fra le tre X , |i. 1 v. 

Viterbo 10 Dicembre 1819. 
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S :A. Gh Gh I O 

DI UNA INTRODUZIONE ALLA TEORIA DELLE FUNZIONI ANALITICHE 
SECONDO I PRINCIPIl DEL PROF. C. WEIERSTRASS 



COMPILATO 



dal Dott. 8. PINCHERLE 



Il conseguimento di un posto di studii ali* estero aTcndomi permesso di fre- 
quentare neiranno 1877-78 i corsi d'Analisi dell'Università di Berlino, mi credeva 
quasi in obbligo di far conoscere almeno in parte, ai miei compagni di studio, le 
nuove vedute ed i concetti nuovi che il prof. Weier Strass va introducendo nella 
scienza e che, mentre vanno diffondendosi in Germania per T opera dei numerosi 
suoi discepoli, rimangono ancora quasi sconosciuti agli studenti italiani per la nota 
avversione di quel maestro per la stampa. Solo mi tratteneva da un tentativo d| 
pubblicazione la difficoltà di una conveniente esposizione di argomenti delicati e 
per la loro novità soggetti a controversia, e in cui una parola impropriamente ado* 
perata basta a svisare il concetto. 

Però, il chiar."^^ prof. Battaglini avendomi con cortese invito aperto le co* 
lonne di questo Giornale, mi provo a dare un saggio della prima parte di un corso 
d'Analisi secondo quei princi()ii : presento cioè una Itilroduzione alla teorica delle 
Funzioni Analiliclie^ avvertendo che il presente lavoro non è la riproduzione in- 
tegrale di un corso del prof. Weierstrass, bensì un sunto ricavato da lezioni 
udite e da fascicoli di corsi antecedenti messi alla mia disposizione dalla gentilezza 
di alcuni suoi scolari. 

A scusare la pochezza del compilatore valgano l'importanza dello nuove con* 
siderazioni ed il chiaro nome del loro Autore. 
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SEZIONE PRIMA 



I PRINCIPII FONDAMENTALI DELL ARITMETICA. 



CAPITOLO PRIMO 



I numeri formati oon una sola unità principale 



$. I. Definizioni preliminari; le operazioni fondamentali sui numeri interi. 

1. L'Analisi fondandosi senza alcun postulato sul solo concetto di numero, con- 
viene stabilire anzitutto la definizione delle varie specie di numeri e delle opera- 
zioni che su di essi si possono eseguire, ed intraprendere perciò, quale introdu- 
zione, una rassegna critica dei principii deir aritmetica. 

2. Ayendosi sott* occhio varii oggetti, si distingueranno tutti quelli cui appar- 
tiene una certa proprietà dicendo che essi costituiscono nel loro insieme una spe- 
cie, e quella proprietà sarà la caratleristica della specie. 

Uno degli oggetti cosi distinti sarà, avuto riguardo a quella proprietà, un'unità 
della specie. 

Riconoscendo la proprietà caratteristica in successive unità, si avrà il concetto 
semplice di numero intero. 

Due unità della stessa specie sono eguali, cioè equivalenti rispetto alla pro- 
prietà specifica. 

3. L* insieme di più unità di varie specie costituisce un n*imero complesso. 
Le yarie specie di unità sono gli clementi del numero complesso. 

Il passaggio di una scrittura ad un' altra che rappresenti il medesimo numero 
complesso si dice trasformazione. Le trasformazioni si possono operare in virtù delle 
relazioni che possono esistere fra gli elementi. 

(Per esempio una stessa somma di denaro si può esprimere in più modi in 
scudi, lire e soldi, quando siano note le relazioni che legano fra di loro gli scudi, 
le lire, i soldi). 

Due numeri complessi sono eguali se contengono gli stessi elementi lo stesso 
numero dì Tolte, o se possono rendersi tali per mezzo di trasformazioni. 

4. Ammettendo senza discussione il conteggio con numeri interi, ricorderemo 
le leggi fondamentali delle relative operazioni. 
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a) Eguaglianza di due numeri interi. 

Da a = 6 , risulta 6 = a. 

Da a=:6, e 6=:c, risulta a = e. 

Queste due leggi si diranno caratteristiche dell* eguaglianza. 
6) Addizione dei numeri interi : 

a+b=b+a 
(a + 6) + c = (a+c) + 6. 

Queste saranno le leggi caratteristiche della addizione, 
e) Moltiplicazione dei numeri interi. 

La moltiplicazione dei numeri interi a* 6 va defluita come addizione di b volte a. 

Il significato del moltiplicando essendo diverso da quello del moltiplicatore, non 
è ozioso il dimostrare la legge d* inversione. 

Nella moltiplicazione dei numeri interi si dimostrano elementarmente le se- 
guenti leggi, che riterremo come caratteristiche : 

ab = ba 

aò • e = ac • 6 

(a + 6)c = oc + 6c • 

e da queste (fra loro indipendenti) risulta come conseguenza la quarta legge 

(a + 6-tc+...)(d + c-f /•+...) = ad +ac+ ... +6d4-... (•) 

5. Air addizione si collega come operazione inversa la sottrazione. Sottrarrei 
da a significa trovare quel numero, che verrà indicato con 

a-6, 



(*) Si noti che qnest' ultima legge permette di trovare il risaltato di qualunque 
moltipHcazione di numeri interi, cioè insegna di quante unità si compone il prodotto, 
quando siano scomposti i fattori nelle loro unità e si sappia che 

1X1 = 1. 
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che aggiunto a 6 riproduca a, talché per definizione 

(a - 6) + 6 = a. 

Cosi alla moltiplicazione si collega la diyisione: dividere a per 6 significa tro- 
vare quel numero, che verrà indicato con 

a 

che moltiplicato per 6 riproduca a, talché per definizione 

a - 



Ha se a e ò sono interi qualunque , non si trova sempre un numero intero 

che risponda alla definizione di a — 6 o di r ; ossia la divisione e la sottrazione 

non sono in certi casi possibili nel rampo dei numeri interi , per cui tali ope- 
razioni vanno in tali casi o dichiarate impossibili, o rese possibili mediante lesten- 
sione del campo dei numeri e T introduzione di convenienti classi di numeri com- 
plessi (n. 3). 

6. Le considerazioni precedenti sui numeri interi valgono qualunque sia il nome 
della specie (n. 2) relativa, ed anche se si lascia innominata la specie , (unità e 
numeri cLslratli). 

$. n. I numeri frazionarii. 

7. Si dirà unità principale 1* unità, di specie innominata, cui si riferiscono i 
numeri interi. 

Si dirà parie aliquola n""^ dell* unità principale una nuova unità (o elemento 
S I, 3) che si indicherà con e,| e verrà definita da 

n volto 
^n + ^ + ^n+ = 1> 

ossia : 

(o) n6^ = l. 

Si dirà numero frazionario un numero complesso che contenga come elementi 
r unità principale ed un numero finito di sue parti aliquote , ciascun elemento en- 
trando un numero finito di volte. 
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La forma generale di un numero frazionario sarà 

a^^m + niit +m^t + . . . 4- m, e 

8. L'elemento indicato con e^^ è tale per definisione, che 

ma questa eguaglianza potendosi scrivere 

6«» + s««+ ••. + ««11 (w» volte) 
+ 6«« + 5^»+ • • • +6,»» (m volte) > =1 
+ . . . (n volte) . . . 

e indicando con x l'insieme n-cj^^ degli elementi di una colonna, essendo 

ne viene per definizione , 
e quindi 

9. Dato un numero frazionario , si possono operare su di esso le trasforma- 
zioni indicate dalle due formole (a) e (b), e ridurre ogni numero frazionario a con- 
tenere una sola specie di elementi. 

Avendosi infatti il numero frazionario 



a = THo + tn, e -f m. e + . . . + m, e 



si indichi con n un multiplo comune dei numeri interi 

tale che 

. n = n,V4 = rijv, = n^v, = . . . = n,.v 
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sarà per la (6) 



e = Vt e . = v. 6- 



6 = Vj 6 = v, e- 



£ = V^ 6 = V, 6^ 

n fi V r m 



e per la (a) 



l=n6^ 



da cui 



a = (moti + mjVj + m^v, + . . . + m,v^)-s^. 



La medesima trasformazione serre a ridurre più numeri frazionari ad un solo 
elemento che sarà il medesimo per tutti i numeri. 

L* addizione ed il confronto di più numeri frazionari (in numero finito) si riduce 
air addizione e al confronto di numeri interi riferito ad una stessa unità z^ , in se* 
guito air accennata trasformazione. 

10. La moltiplicazione di due numeri ab dovrà dare un risultato avente le tre 
proprietà 

(I) a6 = 6a 

(II) a6 • e = oc • 6 

(III) (a + 6).c = ac + 6c, 

che si prenderanno come definizione della moltiplicazione stessa. L' ipotesi che val- 
gano queste tre leggi basta, in virtù della legge 

(IV) (a + 6 + . . .)(c + d + . . .) = oc f ad + 6c + 6d + . . . 

conseguenza delle prime tre , a calcolare un prodotto tosto che sia conosciuto il 
significato del prodotto (s,^ e J di due elementi. Ora questo significato si trova no- 
tando che per la regola (IV) 

m volta H Volte 

(8« + «» + )(«» + 6ii+ ) = mn.(e.«J , 
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ma per definizione 



onde 



tne. = 1 9 n^ii ^ 1 



^^.(6^6,)=! 



e quindi 



(^m O = e 



mi» 



Da questa, e dalla regola (lY), si deduce 

regola della moltiplicazione per due frazioni qualunque. 

li. Il quoziente r (5) di due numeri interi a e 6 non è sempre esprimibile 

con numeri interi, ma lo è sempre con numeri frazionari. 
Anzitutto, essendo per la definizione di quoziente 

n- - = 1 
n 

ne viene 

I 
n * 



Di più, essendo per la stessa definizione 



m 
n 



e d'altra parte, (n. 10): 



sarà: 



n • tìi 6jj = m , 



m 
• n 



Il quoziente di due numeri frazionari è sempre esprimibile con un numero fra* 
zionario; infatti 
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come si riprova moltiplicando questo risultato per qz^^y ottenendosi per prodot- 
to pe.. 

Essendosi trovato che Y elemento e„ equivale al quoziente - , si potrà abban* 
donare la notazione e„ , me^ e scrivere - , — come si usa generalmente. 

(. III. I numeri formati dalVunità principale e da un numero infinito di sue 

parti aliquote. ^ 

12. a) Un numero si dice de(crmtna/o quando si sa di quali elementi è com- 
posto e quante volte in esso compare ciascun elemento. 

Con elemento sentendo T unità principale e le sue parti aliquote. 

Es. Il numero 0,363636... è determinato perchè si sa che in esso entrano gli 

1 j 

elementi tts^tì » ciascuno di essi 3 volte, e gli elementi della forma r^, , ciascu- 

1 

no 6 volte. Cosi è determinato il numero S— rr perchè si sa che consta degli 

n(n -h 1) '^ ^ 

elementi 



A ^ 1 1 1 
^2' 6 ' 12 ' 20' *• * 



ciascuno dei quali compare una volta ; cosi è determinato il numero £ - , ecc. E 

evidente che l'ordine in cui si presentano questi elementi è affatto indiflerente. 

6) Un numero si dice definito quando non si possono indicare a priori gli ele- 
menti che lo compongono, ma si possono determinare di mano in mano questi ele- 
menti mediante un determinato algoritmo. 

In questo senso il numero ^''Z si dirà definito quando lo si voglia esprimere 
per mezzo degli elementi decimali che lo compongono : il noto algoritmo dell'estra- 
zione di radice quadrata permette di determinare di mano in mano questi elementi, 

ma non di assegnare a priori il numero di volte che comparirà l'elemento j^. 

e) Se da un numero, detcrminato in qualunque modo, estragghiamo un nu- 
mero finito di elementi, avremo un numero, che si dirà parte integrante del pri- 
mitivo. Un numero che è parte integrante di un numero dato , o che si può ren- 
dere parte integrante per mezzo di una trasformazione (n. 3) , si dice con(e?m/o 
nel numero dato. 

d) Se a è un numero composto degli elementi 

111 1 



m, nij w, m^ 

voli. XVIII 24 



Il 

f 



4 



I 
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dove m, , m, , , . . , m,^ , . . . sono numeri interi tutti disuguali o eguali al più 
in numero finito, i numeri 



a,= 



1 



m, 



1 1 

a, = — H 



11 I 
a, = — + — + — 
rrii IT)} ^3 



saranno parti integranti di a. E qualunque sia il numero e parte integrante di a 
contenuto in a, si potrà sempre determinare un valore n tale che sia 

c<a». (*) 

13. Due numeri composti di infiniti elementi si dicono uguali se ogni numero 
intero o frazionario contenuto nel primo è anche contenuto nel secondo , e vice- 
versa. Da questa definizione segue che : 

se a = 6 , anche 6 = a , 
e se a:=bf e b = Cj anche a = Cy 

che sono le leggi date al n^ S come caratteristiche dell* eguaglianza. 

14. Il numero a si dirà maggiore di 6 se esisterà un numero e contenuto in 
Gì e non in b. 

Per giustificare questa definizione si può mostrare che in allora non può esistere 
un numero con(em((o in b che non sia anche contenuto in a. Sia infatti un numero 
& contenuto in b. Se fosse c'> e anche e sarebbe contenuto in b, contro Tipotesi, 
e se è e' < e essendo e contenuto in a, a fortiori vi sarà contenuto e'. 

Questa definizione dà una via per dimostrare la disuguaglianza, come la defi- 
nizione del numero precedente somministra una via per dimostrare T eguaglianza 
di due numeri. 



(*) La distiguagliaiiza di ntimeii frazionari si è ricondotta a quella di numeri 
interi al n« 9, 
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IS. Un numero si dirà flnilo quando si potrà trovare un numero (intero o fra- 
zionario) maggiore di qualunque sua parte integrante. Se non sarà possibile tro- 
vare un tal numero, il numero proposto si dirà infiaUo. 

Un numero sarà certamente influito se uno stesso elemento , sia pur piccolo 
quanto si vuole, compare in esso un numero infinito di volte. E per questo il nu- 
mero determinato composto degli elementi 

1111 

è infinito, perchè si ha qualunque sia k 

+ 1—^ + • • • +cr. < fc-sT=s 



fc + l • fc + 2 ' ' ak"" 2&"2 

1 f i 
cioè l'elemento ^ entra in £- un numero infinito di volte. 

2 n 

Se un numero a è finito , esiste sempre un numero maggiore secondo la de- 
finizione a n*" 14 ; infatti esiste per definizione un numero e maggiore di qualunque 
parte integrante di a, ora sia A > e : e è contenuto in A, e non in a , dunque A 
è maggiore di a. 

Viceversa, se a è un numero tale che se ne possa assegnare uno A maggiore 
e finito, a è necessariamente finito. Infatti se e è contenuto in A e non in a, sarà 
e per ciò stesso maggiore di qualunque parte integrante di a. 

16. La definizione di eguaglianza data a n® 13 può servire a dimostrare T ef- 
fettiva eguaglianza di due numeri, come nel seguente esempio: 

Dair identità 

1^11 



fc(k+ 1) fc + 1 k 



facendovi fc = l,2,3,...n, si deduce 



1 1 + i +...+__,j^+j' =,. 



l-2^2-3 3i ' • ^n(JH-l) ' n+1 



Ora si consideri il numero determinato 



1 1 i 1 



dico che questo numero è uguale all'unità. 
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Sia infatti e un numero qualunque contenuto in a , si potrà sempre detenni* 
nare un numero n tanto grande che sia (1^2) 

1 1 1 

e < r-s + ^r-s + . . . + 



-1-2 '2.3 n(n+l) 

ma questo secondo membro è minore dell* unità, per T identità stabilita; onde ce 
contenuto in 1. 

Viceversa sia e contenuto in 1 ; si può porre 

e + e' = 1 

e si può sempre prendere n tanto grande che sia 

1 



n+ 1 



<c' 



e quindi, per la precedente identità, 



1 1 1 



1-2 2-3 n(n + l) 

ossia e sarà contenuto in a, e per la definizione stabilita, sarà 

a = 1 , 

e. d. d. 

17. Somma di due numeri a e b sarà un terzo numero che contenga tutti gli 
clementi di a e 6, ciascuno tante volte quante entrano in a e b insieme. 

La somma di un numero qualunque (finito) di numeri si definisce nello stesso 
modo. 

La somma di due numeri finiti e determinati è pur essa determinata e finita. 
Che essa sia determinata risulta dalla definizione ; se poi a e b sono finiti, esi- 
stono numeri A e B rispettivamente maggiori, e allora À+B sarà maggiore dì qua- 
lunque parte integrante di a-^-h y e quindi per definizione a + b sarà un numero 
finito. 

18. Prodotto di due numeri determinati a e b è un terzo numero composto 
dei prodotti di tutti gli elementi di a per ciascuno elemento di b. 

Questo numero è determinato, perchè se 

11. 1 

a = 1 -h . . . H h . . . 

iTif fìhi tu,. 

0= 1 + . . . H h . . . , 
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esso conterrà tutti gli elementi - dove v è un prodotto della forma m^n^j e con- 
terrà r elemento - tante volte quante sono le coppie m,. , n, che danno un egual 

prodotto. Di più esso è finito ; infatti qualunque parte integrante di ab si può porre 
sotto la forma 

♦• I * 1 

ora, essendo per ipotesi a e 6 finiti, esistono numeri A e B rispettivamente mag- 
giori di qualunque parte integrante di a e b ; quindi vi sarà un numero AB mag- 
giore di qualunque prodotto 



^j m. * Zj n„ ' 



1 ^ 1 



e ciò basta a provare che ab è finito. 

La definizione precedente conserva valide per il prodotto ab le leggi date a 
n* S come caratteristiche della moltiplicazione. 

§. IV. Rappresenta zione concreta dei numeri precedentemente definiti. 

19. Per mostrare che i numeri definiti fin qui in modo astratto possono ser- 
vire di misura a grandezze concrete, sceglieremo come esempio i segmenti di rette 
considerati nella sola lunghezza e che perciò potremo riguardare come presi tutti 
nella stessa direzione. 

Somma di due segmenti AB , CD sarà un terzo segmento composto di AB e 
CD presi per diritto al seguito Tuno dell* altro, e per l'addizione cosi definita val- 
gono le leggi dette al n"" 5 caratteristiche dell* addizione. Posto il significato di 
somma di due segmenti, si ha subito il significato di multiplo e par(e aliquota di 
un segmento, che la geometria dà il modo di costruire. 

Ciò posto, dati due segmenti A e B e presa la serie dei numeri naturali 



0,1.2,3, m, 



• • . 



si troveranno sempre in questa serie due numeri consecutivi tali che sia 

m-A < B < (m + l)-A 
ossia 

B = mA + R 
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dove R ìndica un segmento minore di A. Preso un intero qualunque a maggiore * 
dell* unità, si consideri la serie 

^12 3 m 

Il — — — — ■ 

a a a a • ' 

in questa si troveranno due termini consecutivi tali che sia 

!!!la<r<2ìi±Ì.a 

a a 

e si può porre 

B=(m-f ~^)a + R, 

dove R| è un segmento minore di -A. Si considera poi la serie 

12^ m 

" ' S* ' ^ ' o« ' a* ' • • • 

e si giunge nello stesso modo a porre 



\ o a*/ 



Proseguendo a questo modo, o si giungerà ad un resto R^ nullo, cioè ad avere 



\ o a* a* / 



ed allora B si dirà misuralo da un numero frazionario rispetto all'unità A; oppure 
r operazione non si terminerà, e B avrà per misura un numero composto di inflniti 
elementi, e definUo (v. n® 12, ò) dall'operazione che abbiamo indicata. 

I numeri composti dell* unità e di infinite sue parti aliquote non sono dunque 
di pura astrazione, ma possono servire di misura a grandezze. 

20. Di più , ad ogni numero finito e determinato corrisponde una grandezza 
da esso misurata, fissata che sia a priori una unità omogenea arbitraria. 

Attenendoci alla rappresentazione delle 

, , / — s /_ /— — ^ grandezze per mezzo di segmenti di egual 

U P A P Vi direzione, sia OU un segmento che si prende 

come unità : esisterà certamente se 

,(t= — -f — + + — + . . . 



)( i«t x 

è un numero Anito, un numero intero n > a, e si prenda OQ = n. Ciò posto , esi- 
steranno sulla retta indefinita Ox, e precisamente fra e Q, punti P caratterizzati 
dalla proprietà dì essere i segmenti OP minori di alcune fra le parti integranti di a: 

1 1 i 
Oi = — , a. = i , ecc. 

Esìsteranno altresì punti P' caratterizzati dalla proprietà che i segmenti OP' 
siano maggiori di tutte le parti integranti a^ di o. Ora tutti i punti del tratto OQ 
appartengono necessariamente o alla specie P o alla specie P', e nessuno può ap- 
partenere alle due specie : di più, ogni segmento OP' è maggiore dì tutti i seg- 
menti OP ; dovrà quindi esistere un punto A dì separazione fra i punti chiamati P 
e quelli chiamati P', ed il segmento OA sarà misurato dal numero a. 

5. V. Numeri negalivi. 

?1. Il numero che aggiunto ad un dato numero b produce un numero pure 
dato a, verrà indicato col simbolo 

a-b 
definito dair eguaglianza 

6 + (a - 6) = a 

Un tal numero non si trova sempre fra quelli fin qui definiti . e quindi siamo 
condotti, a dichiarare impossibile in certi casi la sottrazione, e quindi imniagi' 
nario il risultato, a tentare una ulteriore estensione del campo dei numeri in- 
troducendo una nuova classe dì numeri complessi che diano in tutti i casi il risul- 
tato di una sottrazione. Conformemente a ciò che si è già fatto nel caso delia di- 
visione, ci atterremo al secondo partito e daremo le seguenti definizioni : 

a.) Se e è un* unità definita in qualunque modo, chiameremo u/iifà con^rarta 
ad e ed indicheremo con & quella definita da 

(1) a + e + e' = a 

esprimente la proprietà die e ed e' aggiunte simultaneamente ad uno stesso nu- 
mero qualunque, lasciano questo numero invariato. Equivalente alla (1) è T altra 
scrittura 

(2) e + e' - 0. 

b) L'unità principale innominata dei numeri interi si dirà unità positiva, e 
la sua contraria si dirà per opposizione negativa. 
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c) L'elemento contrario alla n««"* parte dell'unità positiva èlan««*«* parte 
dell* unità negativa, diciamo infatti e'„ la contraria di - , sarà 

fir 
1 1 1 

a + -+€'»+- + 6» + + - + s'» = a 



n " n '^ n 



ossia 



i 1 

a + - H- - . . . n volte + e' -f e' + . . . n volte = a 
n n f» » 



ma 



- + - + 71 volte = I , 

n n 



onde 



a + 1 + (e'n -!- 6'„ + . . . n volte) =- a 



ossia 



n volte 6'n= l' 



cioè s'„ è la parte aliquota n""* di 1', e. d. d. 

d) L* unità positiva e le sue parti aliquote si diranno elementi positivi; Tuniti 
negativa e le sue parti aliquote etemenli negativi ; e passiamo a studiare numeri 
composti di elementi positivi e negativi in numero finito. ^ 

22. In tali numeri sono possibili le trasformazioni indicate da 

(i) fi fs^ + s'^ = a 

W ne^ .-= 1 , m'„ - 1' 

Con tali trasformazioni, qualunque numero contenente elementi positivi e ne- 
gativi in numero finito si può ridurre a contenere una sola specie di tali elementi. 
Sia infatti il numero a. dove m, , i??, , . . . n, , ii^ , . . sono numeri interi fra loro 
eguali diversi 

Per mezzo dejla trasformazione (3), posso ridurre tutto il coefliciente di 1 ad 
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Una sola specie di elementi, e cosi tutto il coefficiente di l', cioè 



a = 1 + — r. 



m 



m 



Ora dei due numeri interi /i e J;, sia /i > A e precisamente 



sarà 



e per la (1) 



/i = k-f l, 



a=: 1 H 1' + i 

m m m 



m 



<r c^L-_! e ; 



/ 



! f 






cioè si riduce a soli elementi positivi. Se /i = & , a si riduce a zero , &e h <k e 
ft=/i + I, , a si riduce ai soli elementi negativi 

a = ——•1 . 
m 



è3. Potendosi ridurre ad una sola specie di elementi i numeri composti di 
elementi positivi e negativi in numero finito, resta definita essenzialmente l'egua- 
glianza di tali numeri. Però T eguaglianza si può anche stabilire in altra guisa, e 
dire che i numeri 



a = 04-1 + QfV 



6s=6,.l-f6, r 



sono eguali se 



tti + 6, = 0^ + 6i 



da cui 8Ì deducono facilmente tutte le leggi dell* eguaglianza. 

24. Riiiotto che sia un numero ad una sola specie di elementi (positivi né'> 
gativi) colla trasformazione indicata al n° 22, diremo valore asiiolulo di questo nu* 
mero il numero che si ottiene lasciando innominata T unità. Cosi il valore assoluto 

di-^.r è-, 
m m 

25, L'addizione di due più numeri contenenti elementi positivi e negativi in 
numero finito avrà per oggetto la formazione di un nuovo numero contenente tutti 

YOL. xviii. 25 
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gli elcment) che entrano nei sommandi, posto che questi sieno in numero finito. 
Per questa operazione valgono evidentemente tutte le leggi poste al n® 5 come ca- 
ratteristiche delfaddizione. 

La sottrazione di 6 da a avendo per oggetto di trovare il numero a-6 tale che 

6 + (a - 6) = a , 

si riduce ali* addizione dì a col contrario h-V di b; intendendosi con b-V il nu- 
mero che si ottiene sostituendo ad ogni elemento di 6 il suo contrario ; ed inratti, 
per la deOnizione di contrario, 

6 + + 6-1' =:a 
onde 

0-6 = + 6-1'. 

Risulta da questa osservazione che ogni numero negativo, come — 1' , si 

n 

può scrivere 

semplicemente 



cioè il numero che aggiunto ad — dà zero. Con ciò torniamo air ordinaria nota- 
ti 

zione dei numeri negativi, che riterremo in seguito. 

26. Anche qui, come a n® 10, definireoio la moltiplicazione lìn* operazione ca- 
ratterizzata dalle leggi 

(I) a6 = 6o 

(II) a6*c = ac-6 
(ni) (a + 6)-c = oc + 6c 

dalle quali risulta 

(IV) (o + 6 + ...) (e + d + ...) = oc + ad + 6c + 6d + . 4 

e quest'ultima legge ronde possibile Tcsecuzione di qualunque moltiplicazione, tosto 
che si cono ca il signiflcato dei prodotto di due elementi. 

Aggiungeremo alle leggi della moltiplicazione quest* altra nota caratteristica; 
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Condizione necessaria e sufficiente perchè un prodotto sia zero è che sia zero uno 
dei fattori. 

Si eseguisca, secondo la legge (III). la moltiplicazione 



^(^+(-^)) 



il cui risultato è nullo, essendo - + ( — ) nullo per la definizione di elementi con- 
trari. Si avrà 

i.±.i.(-i)=0. 

da cui il secondo termine sarà conlrario del primo, OTTcro : 

^ In' \ n) '^ \m n/ 

Da questa formola, e dall'applicazione della legge (I), si deduce: 

,„, (.i).±=.(i.±). 

\ m/ n \m n/ 
Si eseguisca secondo la legge (III), la moltiplicazione 



{-ì){^*{-^)) 



il cui risaltato è nullo : si trova 



(4)a)-(-i)(4)=» 

ossia il prodotto ( )•( ) sarà contrario a ( ) — che sappiamo es- 
sere — f — • — ì. Dunque 



(VII) 



(_±).(_1) = ±.±. 
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Le forraole V , VI , VII danno le regole della moltiplicazione degli elementi, 
da cui, per mezzo della legge (IV) si deducono i prodotti di numeri qualunque. In 
ciò che precede si è dimostrata la cosidetta regola dei segni. 

Per la divisione si terrà la solita definizione, è le regole dei segni si deducono 
facilmente da quelle della moltiplicazione. 

$. VI. Numeri composti d'in finiti elementi positivi e negativi. 

?7. a) Un numero che contiene elementi positivi e negativi, anche in numero 
infinito, si dirà delerminnlo quando si sa quali elementi in esso entrano e quante 
volle yì entra ciascun elemento. 

Si esclude che uno stesso elemento possa comparirvi un numero infinito di volte. 
b) Un numero si dirà finito quando esiste un numero assegnabile intero e 
positivo, maggiore del valore assoluto di qualunque sua parte integrante. 

Segue da ciò che se un numero è finito, sarà altresì finito il numero composto 
dei soli suoi elementi positivi, e quello composto dei soli suoi elementi negativi. 

Segue pure dalle definizioni precedenti che T ordine in cui si presentano gli 
elementi che compariscono in un numero finito e determinato è affatto iadiiTe< 
rente (*). 



(*) Pare conveniente di insistere sul coDcetto che, secondo il prof. Weierstrass, 
dobbiamo formarci di nn numero composto di infiniti elementi e così, in seguito, di 
una somma con infiniti somniandi. 

Quando un numero è determinato nel senso stabilito, noi conosciamo tutti i suoi 
elementi benché in numero inGnito, e noi riguardiamo il numero come Tinsieme dei 
suoi elementi, che comprendiamo tatti colla mente. Non yi hd alcuna difficoltà a con- 
cepire in questo senso il numero formato di un unità^ della sua metà, delia metà di 
questa, e così via. 

Così se gli elementi sono in numero infinito e positivi e negativi, immaginiamo 

p. e. senza difficoltà il numero che contiene le parti aliquote ^ , ^ , ... , a r ••- del- 

u 5 2ii — 1 

l'unità positiva e le parti aliquote àiTi'-'ia'--- dell' unità negativa. Ed e 

chiaro che in questo modo di concepire tali numeri, resta affatto indifferente l'ordine 
in cui si scrivono gli elementi. 

Non ò così che negli ordinari trattati si considerano i complessi di ìnGaiti eie- 
menti. La serie 
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?8. La teoria dei numeri composti di infiniti elementi positivi e negativi si 
fonda essenzialmente sulle seguenti proposizioni. 

Lemma. Se a e b sono due numeri composti d^in/lniii elementi positivi, ed 
è b < a, si potrà sempre determinare un numero e tanto piccolo che sia ancora 



b + • < a. 



Dimostrazione. Sia infatti 



! ! 1 

= — + — + + — + . . . 

mi m^ m^ 

Dire che è 6 < a vuol dire , per definizione , che esiste un numero contenuto 



si considera come un limite, detìaito da ciò che diventa la somma 

S|» = l-s + ò- . . .+ 



2 • 3 ' 2n - 1 2n 

quando n cresce o'tre ogni limite. Qaesto limite S dipende evidentemente dalla forma 
della funzione S^ di n, e quindi può variare al variare del modo d'aggruppamento 
dei termini : infatti la serie (1) equivale a 

e se invece scriviamo i termini aggruppandoli diversamente 

11 1 11 1 11 1 1 1 

abbiamo la serie del tutto diversa della (2) 

5 13 21 Su -3 

+ ;r-;s— 7 + ^ ,. ^ + . • . + r: 7^^. TTTr" + • • • 



1.3.2 6.7.4 ' 9.11.6 • ■ ' (4n - 3)(4« - 1)2» 

S* intende da ciò come un numero non finito nel senso da noi stabilito, possa dare 
una serie convergente (nel senso ordinariamente ammes^so) quando i termini siano 
scritti in un determinato ordine. 

ì numeri che noi diciamo finiti sono quelli soli rappresentati da serie convergenti 
indipendentemente dall'ordine dei termini. 
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in a e non in 6 ; sia e questo numero , si può trovare un indice r tanto grande 
che sia 

1 1 1 

c< — H -f -f 



— liif wi, m,. 



Aggiungendo ad ambo i membri , sarà 



111 11 

c-f < — + — H- .+ — + 



I 1 
cioè e + sarà ancora contenuto in a. Ha se prendo e < , e non essendo 

\ 

contenuto in 6 per ipotesi, e + non sarà contenuto in 6 + e, e quindi per de- 

finizione sarà 

6+e<a, 

e. d. d. 

Teorema I Se a e b sono dw, numeri composti di infiniti elementi ed è 
a > b, si può sempre definire un numero finito e tale che sia 

b f e = a. (•) 
Dimostrazione. Prendasi la serie degli elementi 



1 1 1 

2' r 'n 



(U *>5»Q' »•»*'••' I 



(*) Questa dimostrazioDe non sembrerà oziosa, ove si ritietta che considerando >/? e \/3 
per esempio come definiti in modo puramente aritmetico, non si ha dai trattati or- 
dinari alcun modo di ottenere gli elementi che compongono v?— V3. Cosi il Ber- 
trand (pag. 286, §. 293 del Trattato d* Aritmetica trad. Novi) schiva la difficoltà 
ricorrendo per definire le operazioni su tali numeri , alla considerazione delle gran- 
dezze che essi misarano. Egli dice infatti : a La somma o differenza di due numeri 
I incommensurabili ò un numero che esprime la somma o la differenza delle gran- 
fi dezze rappresentate coi numeri proposti >, definizioae che non può convenire ad 
un'Aritmetica pura, cicò a una genesi dei numeri indipendente dalle grandezze con- 
crete e fondata sul solo concetto semplice di numero iatero. 
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in questa serie, per il lemma precedente, si troveranno certamente due elementi 

consecutivi r ed — tali che 

Wi — 1 n, 

(2) 6 + - ->a>64-— . 

1 1 

Se è a = 6 + — , il teorema è dimostrato e e = — , se invece è 

- 1 

6h < a 

1 
si troverà nella stessa serie un elemento — tate- che 

11 11 

11 11 

e potrà essere — = — , ma non potrà essere — < — perchè altrimenti non sa- 
ni fij 7^1 f^t 

rebbe verificata la (2). Se nella (3) vale il segno d'eguaglianza il teorema è di- 
mostrato, nel caso contrario si trova un elemento — tale che 

(4) ò + — + — + >a>6 + — + — + — 

n, n, n^ - 1 - «, n, n, 

e cosi via. Abbia o no termine 1* operazione, essa dà un numero e definilo (12, 6); 
ora dico che questo numero, di cui si possono determinare di mano in mano gli 
elementi, è finito, e tale che aia 

6 + e = a. 

a) Il numero e è finito: se infatti fosse infinito, si potrebbero estrarre da e 
parti integranti maggiori di qualunque numero arbitrario A, ma 

,. ^ i ' 

o-\ h h»«.. • . + — <a 

Tii n, ^f 

qualunque sia l'indice r: ora se preso A arbitrariamente grande esistesse un in- 
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teto r tale che sia 

A<6-f- — + — 4- + — 

n, W, tir 

ne Terrebbe 

a> A 

cioè a sarebbe inflDito contro Tipotcsi. 

6) li numero 6 + e è elTettivamente uguale ad a ; per ciò dimostreremo che 
ogni numero contenuto in a è anche contenuto in b + e e viceversa. 

Sia infatti N contenuto in 6 + e , vi sarà un valore dell* indice r abbastaoia 
grande perchè sia 

N<64-— + — + + — 

ma per il processo seguito nella determinazione degli elementi di e, si ha 

6 + — + — + +— <a 

onde N è contenuto in a. 

Sia invece N contenuto in a : si può porre 

a = N + a' 

dove a* è un numero perfettamente deierminnlo perchè N si può senza restrizione 
supporre composto di un numero finito di elementi. 

Se indichiamo con v, , v, , . . . , v,. , . . . numeri interi diversi fra loro , e si 
può scrivere 

fili me m. 

c = — ^4-— ^+ + -^ + ... 

e per qualunque valore di r si ha per il processo seguito 

Vi V, v^ Vi V, v^ 

pertanto si può prendere r tanto grande che sia 

-l<a' 

V. 
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ed allora sarà necessariamente 

, m- tri- m. .- 

cioè ogni numero contenuto in a è anche contenuto in 6 -f e, e. d. d. 

Osservazione. Dimostrata l'esistenza del numero e, se ne possono ottenere 
gli elementi successivi nella forma che sembrerà più conveniente : per esempio sì 
esprimerà il numero in forma di frazione decimale. Basta prendere le serie 

0,1,2,3,4,... in inf. . . , 





1 


2 


9 




0, 


IO ' 


10 '• 


• ' JO 


,1 


0, 

« 


1 


•l 


9 


1 


tuo ' 

• • 1 


luo ' • ■ 

• • 


MOO 

• a • 


' 10 ' 

• t 



Nella prima serie si troveranno due termini consecutivi tali che sia 



nella seconda, due termini tati che sid 



lU — 10 



nella terza, due termini tali che sìa 



''+'"+To+ì(w^"<*+"^+-nf+-ior5 



e cosi si definisce un numero 

espresso in frazione decimale e di cui è facile dimesticare l'eguaglianza (h. \Ìì col 
numero e precedente. 

VCL. xvm 26 
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Teorema n. In un numero composto di inflnUi elemenli posUlvi e n^galim 
è sempre possibili' , con un numero finito di IrasfnrmazìonU di ridurre l'insieme 
dryli clemenii negativi (o dei positivi) ad essere minore in valore assoluto di qm- 
lunque numero dato. 

Dimostrazione. Abbiasi il numero 

I 1 

a = — •\ h» . . + 

9»! ni, 

e pongasi 

II 1 11 1 

6 = 1 [-•••H h . . . I C= — -H h...H h... 

m, uìf m,. tf| n, n^ 

e sia per esempio 6 > e. Nella serio indefinita 

12 3 



t 








1 




1 








J_ 






— — 


+ . 


• • 


— 




— 




— 


• • 


• "~* 




— 


• • 


ni. 






1 


n, 




«t 








". 







dove h è un intero qualunque maggiore delF unità, esisteranno sempre due termini 
consecutivi tali che sia 



pongo allora 



k fc + 1 

h II ' 



e - r + e' 
II 



dove è e' < r. Si ha cosi 
II 



o=:6-Cfcf6- -j - e': 



k 
qui - è un numero contenente elementi in numero finito, e minore di 6, percui 

è sempre possibile ridurre 6 - - a soli elementi positivi con un numero Qnito di 

operazioni ; ed il complesso degli elementi negativi si può rendere in valore asso^ 
luto minore di qualunque quantità data col prendere li abbastanza grau'ie. 

Se fosse e > 6, si potrebbe ridurre nello stesso modo il complesso degli ele- 
menti negativi piccolo quanto si \uole. 

29. 1 teoremi precedenti bastano alla teoHa delle tre prime operazioni sui du« 
meri conienentì infiniti elementi positivi e negativi : per la moltiplicazione si ri^ 
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corre alla legge (IV) del n"^ 26. In quanto alla divisione , se ne terrà parola in 
seguito. 

30. Anche ai numeri contenenti elementi negat'vi si può dare un sìgniQcato 
concreto , come si può mettere in evidenza ricorrendo ancora alla considerazione 
dì segmenti. Solo tali segmenti non vanno più considerati nella sola lunghezza, ma 
anche nella direzione; contato da destra a sinistra un segmento si riguarderà come 
contrario al segmento medesimo contato da sinistra a destra ; cioè 

AB + Bà = 0. 



A B Definiva cosi Tunità contraria di una data unità, si 

definiscono subito i multipli e le parti aliquote di questa 
unità contraria, e quindi ad ogni numero determinato composto di un numero finito 
inGnito di elementi positivi e negativi si può far corrispondere un determinato 
segmento. 



CAPITOLO U. 



I nunneri formati con due unità principali 



«^w^»^^^»«<%^<»^^^» 



§. I. Introduzione allo studio dei numeri complessi; prime operazioni. 

31. I numeri contenenti come elementi un'unità principale, la sua contraria 
e le loro parti aliquote si diranno d*ora in poi nuinttri reali e si indicheranno 
in questo capitolo colle lettere greche : cosi sarà in generale 

dove — indica una parte aliquota dell* unità o della sua contraria, cioè vif, è un 

numero intero positivo o negativo. Sotto il segno £ si possono intendere elementi 
in numero finito od infinito. Se T unità, invece di essere innominata, si rappresenta 
con un simbolo e, i numeri reali relativi a quest'unità si rappresenteranno con 

ni, 
cioè saranno composti di parti aliquote dell* unità e e della sua contraria. 
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I ouineri reali non bastano a dare la soluzione di tutti i problemi delF analisi: 
ed in particolare essi non risolvono il problema espresso dall'equazione 

ac' + 1 =^ 0. 

Occorre dunque dichiarare tali problemi impossibili o invece conformemente 
al metodo tenuto fin qui muovere un altro passo allargando ancora il concetto di 
numero. Ora l'introduzione di una nuova classe di numeri comijb*8si si può fare 
in due modi : sia in vìa sm(e(ica, definendo una nuova unità i dalla proprietà 

sia, come noi faremo, in via analitica, proponendoci di rispondere alla seguente 
dimanda : 

Immaginando numeri formali con due unità afflilo qualunque e ed i, come 

a = 5e + ri, 

da quali relazioni dovranno essere legale le due unità principali e ed ì perchè 
per i numeri complessi con esse formati si possa, isliluire un' arilmelica analoga 
alCarilmelica ordinaria, cioè in cui le operazioni conservino le loro leggi carat- 
teristiche ? 

In Fegiiito dimostreremo come 1* introduzione di numeri formati con due unità 
principali nulla abbia d' immaginaria o di puramente speculativo, facendo vedere 
che tali numeri possono servire di misura a grandezze concrete. 

32. Due numeri complessi 

o = 5c + 5'* > 6 = )]e + Tfi'i 
si diranno eguali se 

5 = ^ , 5' = ^'. 

Questa definizione dell* eguaglianza lascia sussistere le leggi già dette carat- 
teristiche di eguaglianza, e riconduce le ricerche suU* eguaglianza dei numeri com- 
plessi a operazioni su numeri reali. 

La somma di due numeri complessi a e 6 si definirà come il numero che si 
ottiene aggiungendo gli elementi di 6 con quelli omogenei di a cioè 

a4-6 = (5+>))c-i-(5' + i)')i. 

Valgono evidentemente, in virtù di questa definizione, le leggi caratteristiche 
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dell'addizione. La sottrazione si riconduce ad una addizione, cangiando tutti gli 
elementi del sottraendo nei loro contrari. 

Ineguaglianza e F addizione dei numeri complessi si sono dunque potute defi- 
nire senza stabilire alcun legame fra le unità e ed t : questo legame invece si dovrà 
introdurre quando si voglia definire la moltiplicazione pei numeri complessi colle 
leggi stesse della moltiplicazione dei numeri reali. 

§. II. Teoria della molliplicazione dei numeri coviplessi. 

33. Il prodotto di due numeri complessi è un terzo numero formato dai primi 
due in guisa che siano soddisfatte le tre leggi 

(I) 06 = ba 

(n) a&*c = ac& 

(m) a{b-¥c)^ab'\'ac 

dalle qnali si deduce 

(IV) (a + 6+ ...)(^ + d+ ••) = ^c + fl^ + 6c + 6d+ ,.. 

aggiungendo che : condizione n<>cessarìa e sufficiente perchè il prodotto sia nullo 
è che sia nullo uno dei fattori. 

n problema che ìntraprpndiamo ha per oggetto di cercare qnali relazioni sì 
devono far passare fra le due unità |>rinc!palì e ed 1 perchè da due numeri eom- 
plessi a e h formati con esse si possa de 'urre un prodotto ab pure formato con 
esse e pel quale Talgano le leggi precedenti. 

34. Consideriamo prima i vari casi in cui uno dei fattori è complesso. 
I. Sia a un numero complesso qualunque 

a^le-^l'i 
con ina intenderemo il numero a ripetuto m volte, da cui (n. 32; risulta 



f » 



ri) ma m^e r m^ t 

n. Dalla I. risulta subito che intendendo con — a il numero che ripetuto m 
volte produce a, si ha 

(2) ±a = l$e^i-rt. 

m tn fu 
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III. Col simbolo di inoUìplicaiione 

5a 



dove sia 



5 = — + — + 

171 1 fili 



intenderemo 



1 1 

Da questa definizione risultano verificate le tre leggi fondamentali della mol- 
tiplicazione : intanto è evidente che 

5(a + 6) = 5a + 56, 
inoltre essendo 



i- (1 .) a (-L „) , 



come è facile a dimostrarsi, ne risultano le leggi 

e 

(5n)(y,6) = 5>j.a6. 

35. Con ciò non è ancora definito il simbolo aò; solo sappiamo che debbono 
essere soddisfatte le leggi I, II, e III del n. 33, e che ab si deve esprimere nella 
forma 

si tratta ora di determinare per mezso di a e b ì numeri reali ca ed u>'. 

36. Sia a un numero complesso determinato , e gr , /i due numeri complessi 
qualunque, ma tali che uno di essi non si possa dedurre dall'altro nella moltipli- 
cazione per un numero reale p. Dico che alle unità e ed i si può sempre sostituire 
i due numeri 9 ed h , cioè porre a nella forma 

(2) a = 5a + 6'A. 

Sia infatti 
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si ha, posta possibile la forma (?) , 

a = 5(Te + f») + 5'(5e + 8't) 
da cui 

«=5t +5'8 , 

equazioni lineari fra quantità reali, le quali ammettono sempre un sistema di so* 
luzioni ed uno solo por 4 e S' purché non sia 

t 

condizione che equivale ad escludere il caso in cui g non difTerisce da h che per un 
moltiplicatore reale p. 

31 . Avendosi due numeri complessi a e b essi si potranno sempre porre sotto 
la forma 

ed eseguendo la moltiplicazione colla regola lY che deve valere per ipotesi e te- 
nendo conto delle leggi del n^ 34, viene 

ah = In^gg + {%% + 5>l')ffh + SV'Ah ; 

e con ciò il nostro problema viene ridotto ai seguenti termini ! 

(c A conoscere il prodo to di due numeri qiialunque ab^ basta conoscere il si<* 
» gnificato dei tre prodotti 

gg , gh t hh 

t per due numeri speciali g ed A, la scelta dei quali è arbitrarla, purché non sia 
Ora, posto 

(3) \ hg = gh = \kgi ;x7i 

hli = vj + v'ft , 

tutto si riduce a determinare i sei numeri reali 

X I V , l^ f l*' » V , v'. 
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Ì8. Per vedere se fra questi sci numeri reali passa qualche relazione ricor- 
diamo che deve essere per la II' legge , 

ggh -ghg , e hgh = hhg ; 

sviluppando per mezzo della (3) ed eguagliando i coefficienti di ed h , che ora 
fùngono da unità, si ottiene ; 

X'v = pili' 

(4) \ Xpi' + >/v' - ijlX' - |jl'« = 

|JL* + jjl'v - vX - V|i = 

Notisi che non può essere inoltre 

Xjx' - piX' = v|i' ~ jiv' = vX' — Xv' = ; 
infatti se ciò fosse, ne risulterebbe 

X' ^ pi' "** v' "" 
da cui 

ossia 

contro r ipotesi. 

39. Se esistono numeri X , X' , pi , pi' , v , v' soddisfacenti alle relazioni (i) , 
esisterà eziandio un numero determinato e godente della proprietà 

(5) ta:=^a 

dove a è un numero qualunque. 
Posto infatti 

sarà 

ea = >i5 • flf^ + ()l5' + >j'5) gh -f >j'5' • hh 

e ponendo per gg ,gh ^ hh i valori (3) 

co = (>ì5>. + (nr + nV j- + >i'l'v] g + hSX' + (nS' + >j'5) t^' + i'5'v'i a 
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e dovendo essere soddisfatta la (S), si avrà 

e queste dovendo valere qualunque siano i numeri ^ e ^', si avranno per determi- 
nare Y] ed >]' le seguenti equazioni : 

ijX + ii'jjL = 1 )]iÀ + *i'v = 
>]V -f >i'pi' =0 fi^' + >j'v' = 1 , 

ed i valori di ri,7i' che sì cavano dalle prime due coincidono con quelli che si ca- 
vano dalle due ultime in virtù delle relazioni (4). 

Se in luogo di (/, che si poteva scegliere arbitrariamente, prendiamo il numero 
e di cui si è dimostrata resistenza, si ha per la definizione di e. 

ee^e , c/i = /i , /ih = ve4-v'/i 
e cosi 

X = l , X' = , jjL = , 1-'=! 

e il problema della moltiplicazione complessa si riduce ora a determinare v e v'. 
40. Il numero h essendo arbitrario, lo si può determinare colle seguenti po- 
sizioni. Facciasi 

v' 
/ii= - 2 e + h, 

sarà 

Ih hi = (V + V ^ 

ossia, indicando con d il valore assoluto del numero reale -r- + v , 

4 

/»! fti = &e , ft, /i| = - &e , 

secondo che -t- + v è positivo o negativo. Ora, si può sempre definire un numero 
reale &| in guisa che sia 

e si ponga 

*=§;'*- 

VCL. iviii. 27 
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Terrà 

li = e , li = - e. 

Conviene ora esaminare quale di queste due ipotesi sia da adottarsi. Assumendo 
r ipotesi 

n = e 

si ponga 

11. 11. 

= 2^ + 2* » ^« = 2'""2* 

e si formi il prodotto ce, colle regole note ; verrà 

11111 
CC| = r ee + r ei - T eì - T u = t (ce - ii) = : 

ossia il prodotto cc^ sarebbe nullo mentre non sono nulli i fattori, (essendo e di- 
verso da t e non potendo e avere con i un rapporto reale (n. 36). 

41. Siamo giunti cosi alla conclusione che: 

« Se pei numeri complessi formati con due unità principali si vuole conservare 
» la moltiplicazione colle sue leggi caratteristiche, si troveranno nel campo di questi 
» numeri complessi due numeri e ed i non aventi rapporto reale, e tali che per essi 

» 

ee = e , ei = < , n := — e. » 

Questi numeri particolari e ed i si possono prendere come unità, ed e si potrà 
pure prendere come unità innominata dei numeri reali : talché i numeri complessi 
saranno formati colle due unità 1 ed ì, tali che 

t« = -l, 

ed il prodotto di due numeri complessi 

a = a + a'i , 6 = ? + p'i 
darà 
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§. III. Teoremi sui numeri complessi. 

42. Ritenendo le denominazioni usuali diremo a parie reale ed a'i parie im- 
maginaria del numero complesso 

a = a-\- a'i. 
Diremo valore evoluto del numero complesso il valore positivo del radicale 



Va* + a'« 



ed il valore assoluto del numero a si rappresenterà per brevità con |((|- Il valore 
assoluto di un numero complesso si dice anche modulo, ma quest* ultimo vocabolo 
usandosi ia matematica con molti e svariati significati, non è forse inopportuna la 
espressione di valore assolulo proposta dal prof. Weierstrass. 

In ciò che segue le due espressioni verranno usate indistintamente. 

43. Teorema I. Il modulo di una somma non è mai superiore alla somma 
dei moduli dei sommandi. 

Dimostrazione. Abbiansi da sommare i numeri 

a = a + a'i , 6 = p + P'i , 
sarà 

a + 6 = a + p + (a' + p') *'. 
Ora 

\a + 6|« = (a + P)« + (a' + p')* * 

= a* -h P* + a'* + P'* f 2ap + 2a'P' 
( |a| + |6|)* = a« + a'* + ?* + p'* + 2 Va* + a'* \/p* -t- P'*. 

Ora dico che anche nel caso più sfavorevole in cui a , p , a' , p' sono positivi, 
si ha 



ap + a'P' < Va» + a'* Vp* + P'* ; 

infatti si ha sempre 

(ap' - pa')* > 

onde 

2ap a'p' < a* p'« + p* a'« 
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ed aggiungendo a^p^ + a'*^'* ai due membri 

e. d d. 

Teorema li. Il modulo di un prodMo è uguale al prodotto dei moduli dei 
fdliorl. 

Dimostrazione. Sia ancora 



dico che 



Infatli 



mentre 



a-oi^ali . ò = p + p'< ; 



|aò| = |a|tòi. 



\ah\ = \/(ap - cL'^y + (ap' + pa')* 



r/||M = V(a«-|-a'«)(P'-hr); 



e quadrando si rende manifesta T eguaglianza di queste due espressioni. 
Teorema Ili. Se 

F(a , b , e , . . .) 

indica un sistema di operazioni razionali intere (addizioni^ moUiplicazioni, o in. 
nalzamend a potenze intere) in numero finito, eseguito sui numeri complessi qua- 
lunque a , b , e , ... pure in numero finito, il valore assoluto del risultato del- 
l' operazione precedente non sarà inai superiore al risultato dello stesso sistema 
di operazioni eseguito sui valori assoluti dei numeri a , b , e, ... ; cioè 

|F(a,6,c, .^•)\^F{\a\,\bl, \c\ , . . .). 

Questo teorema, che ci servirà di frequente in seguito, risulta immediatamente 
dalle due proposizioni che precedono. 

§. IV. Rappresentazione dei numeri complessi. 

44. In ciò che segue si mostrerà che anche ai numeri riferiti a due unità 
principali si può dare un significato concreto, giustificando cosi quanto si è detto 
a n. 31. 
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In segmenti di rette posti in un medesimo piano, consideriamo come note ca- 
ratteristiche la lunghezza e la direzione, e diciamo quindi eguali due segmenti di 
eguale lunghezza, paralleli e contati nel medesimo senso. Se a e b sono due seg- 
menti paralleli, di lunghezza qualunque, si potrà sempre porre 

a = 56, 

dove S è un numero reale positivo o negativo secondo che a e b sono contati nel 
medesimo senso o in senso contrario. L*uguagHanza deflnita in questo modo sod- 
disfa alle leggi caratteristiche del n. S. 

Se a e b sono due segmenti in direzione diversa, si chiamerà somma di questi 
il terzo segmento che si ottiene portando un segmento V uguale a b e nella dire- 
zione di b al seguito di a, ed unendo il primo estremo di a coli* ultimo di b. Dalla 
costruzione indicata segue che 1* addizione deflnita in questo modo soddisfa alle leggi 
caratteristiche, come si può dimostrare con costruzione geometrica semplicissima. 

4S. Le grandezze cosi definite si ponno rappresentare con numeri complessi 
riferiti a due unità principali. 

Se infatti si prendono due segmenti qualunque OA ed 06 come unità , colla 
sola condizione che siano di direzione diversa, si potrà sempre dagli estremi di uu 
terzo segmento qualunque MN tirare le parallele ad OÀ ed OB rispettivamente , e 
porre cosi 

MN = $.OA + iiOB 

dove S ed >j sono numeri reali. L'addizione e F eguaglianza si possono definire per 
tali numeri senza stabilire alcun legame fra le unità OA ed OB ; per poter definire, 
la moltiplicazione occorre invece fare su queste unità quelle restrizioni che si co- 
noscono dalle ordinarie rappresentazioni geometriche (di Gauss e Cauchy) dei 
numeri complessi (*). 



(♦) Un ulteriore studio sui numeri dovrebbe proporsi la questione: se si debbano 
introdurre nell* Aritmetica numeri formati con più di due unità principali. Una tale 
introdazlone sembra per ora inutile per due ragioni : primo, perchè nello stato at- 
tuale dell' analisi non si possono enunciar problemi esprimibili con operazioni arit- 
metiche e che non abbiano per soluzione numeri complessi quali li abbiamo definiti; 
secondo, perchè volendo introdurre numeri formati con tre o più unità distinte non 
si può per tali numeri definire una operazione analoga alla moltiplicazione senza ab- 
bandonare almeno in parie le leggi caratteristiche di questa operazione. Un'aritmetica 
di questi numeri è stata però ideata e costituisce la cosidetta Teoria dei Quaternioni. 
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CAPITOLO III. 



Delle somme di infiniti sommandi, e dei prodotti di infiniti fattori 



§. I. Somme di infiniti sommandi positivi, 

46. Una operazione si dirà virlualmenle eseguibile quando il risultato dell'ope- 
razione sarà un numero determinalo^ non curando se sarà nel tempo stesso finito. 

Una operazione si dirà effèuivamenle eseguibile quando il risultato sarà finito 
e determinato. 

Se a, , a, , ... , a„ sono numeri finiti e determinati in numero finito, d'altronde 
reali o complessi, il risultato delle operazioni 

fl| + fTj +...-{- a^ ed a| a2 . . . ^n 

è finito e determinato, cioè tali operazioni sono sempre effettivamente eseguibili : 
vogliamo ora studiare cosa avviene di tali operazioni se il numero dei sommandi o 
dei fattori diventa infinito. 

47. Siano 



• . • 



numeri contenenti soli elementi positivi : e siano questi numeri in numero finito 
infinito, ma tutti determinati e tali che uno stesso elemento non comparisca nel 
toro insieme un numero infinito di volte. Chiameremo somma di questi numeri un 
nuovo numero contenente tutti gli elementi delle a^ , e ciascun elemento tante volte 
quante entra neir insieme delle a^: una tal somma è sempre virtualmente esegui- 
bile, e lo studio che intraprendiamo ha per oggetto di cercare sotto quali con<li- 
zioni essa sarà pure elTettivamente eseguibile. Saranno indilTerentemente conside- 
rate le somme in cui il numero dei sommandi è semplicemente o molteplicemente 
infinito. 

48. Teorema I. Condizione necessaria e sufficieìUe perchè una somma di in 
finiti sommandi sia finita, è che estraendo sommandi in numero qualunque ma 
finito, la somma dei numeri estratti si mantenga costantemente minore di un 
numero assegnabile. 

Dimostrazione. Siano cti , Oj » o, , ... i sommandi e A. la somma di un nu- 
mero qualunque ma finito di essi ; qualunque sia la somma A, si può sempre de- 
terminare r indice n in modo che sia 

A, < a^ + 0, -f . . . + a,|. 
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Sia ora 

A.>M 

dove M è un numero qualunque assegnabile; esisterà una par/e tn^egran/e (n. 12) 
di A« contenuta in A^ e non in M, e sia 

— -f — + . . . + — >M; 

ma questa parte integrante di A. è a forliori parte integrante della somma S di 
tutte le a^ ; onde se M si può prendere grande quanto si \uole , S sarà infinita, 
e la condizione enunciata è necessaria. 

Esiste un numero N maggiore di qualunque somma A^; cioè sia 

N > ai + o, + +a^ 

qualunque sia T indice n: ciò significa che esiste un numero contenuto in N e non in 

ai + ai + + a„ : 

e quindi estratta da essa somma una parte integrante qualsivoglia 

11 1 

— + — -h . . . +-- 



sarà a forliori 



1.T ^ 1 > 

N> — + — -f + — ; 



ma r indice n essendo arbitrariamente grande, qualunque parte integrante di S si 
potrà considerare come parte integrante di una A^ , cioè S sarà finita (per defini- 
zione) e la condizione enunciata è anche sufficiente. 

Teorema II. Una nomma di infiniti sommandi non cambia di valore se si 
fanno trasformazioni lecite sugli elementi dei sommandi stessi. 

Questa proposizione si dimostra immediatamente fondandosi sulla definizione 
di eguaglianza data a n. 13. Conviene ricordare che le trasformazioni lecite sono 
quelle indicato a n. 8. 

Teorema III. In una somma finita di infinili sommandi si possono aggruppare 
i termini come si vuole ed anche in gruppi^ ciascuno dei quali contenga infiniti 
sommandi : e la somnìa dei gruppi così formati è uguale alla somma primitiva. 
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Dimostrazione. Siano 

Qi , a^ 9 CI3 , , > ctfi » • ' 

« 

i sommandi, la cui somma sia S, e siano i gruppi 






che nel loro insieme contengono tutti i termini della somma S. Sia un elemento 

1 1 

- qualunque : se si giunge a dimostrare che - entra tante volte nella somma S 

delle a quanto nella somma S' delle b, sarà dimostrala T eguaglianza del due nu- 
meri S ed S\ Ora, preso a considerare l'elemento -, sappiamo che esso entrain 
un numero finito di termini che denoteremo con 



di , 0^ y Gin j 

e non in altri : siccome poi le b si possono supporre formate senza trasformazione 
degli elementi delle a, - non potrà comparire che in quelle b in cui entra uno 

dei termini (7, , «2 > • • • » <^m • ® quindi comparirà in S' tante volte quante in S. 
Lo stesso potendosi ripetere per tutti gh elementi delle a, ne viene che i due nu- 
meri S ed S' conterranno gli stessi elementi ciascuno lo stesso numero di volte, 
e quindi saranno eguali, essendo evidente che non potrà comparire nella S' un ele- 
mento che non sia contenuto nelle a, |:icrchè sup^ioniamo di formare le somme 6 
senza fare trasformazioni sugli elementi delle a. 

Teorema 1Y. Se in una somma di ivfinUi sommandi 

i lermini si scompongono in somme di allri termini anche in numero infinUo 

a, = b4 + b,' + b," + . . . 

aj = b. + b,' + bj" + . . . 

e se la somma dei sommandi a ha un valor finito^ avrà pure un valor finito la 
somma dei sommandi b. 
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Dimostrazione. Per dimostrare questo teorema basterà far vedere che la 
somma dei termini 6 è finita , in quanto che la prima serie si potrà riguardare 
come risultante da un aggruppamento dei termini della seconda, e la loro egua- 
glianza sarà quindi conseguenza del teorema precedente. 

Osservisi ora che essendo finita per ipotesi la Za, esisterà (teor. I) un nu- 
mero M finito maggiore della somma di un numero qualunque ma finito di termini 
a ; cioè per qualunque valore finito di n si avrà 

M > 0| + a2 + + ^n- 

Si prenda ora una somma di termini b in numero qualunque ma finito 

. b*-^ftik+ rK\ 

la bf^ entrerà in una dello a. la 6^ nella stessa a o in un* altra, ma indicando con 

le a in cui entrano le 6 precedenti» sarà sempre 

Oi + a, + . . , + a, > 6/^ + tjt + . . . + 6,. , 
e quindi a fortiori 

M > 6/^ -f 64 + +6,. 

e questo biista, in virtù del teor. I, a dimostrare che la somma dello b è finita , 
e quindi eguale alla somma delle a , e. d. d. 

49. Se a e 6 sono due numeri i cui elementi siano rispettivainente 

— - , (r = 1 , 2 , 3 , . . . [Ji , . . .) ed -- , (s = I , 2 , 3 , . . . v , . . .) 

il prodotto ab di questi numeri è un terzo numero che contiene come elementi 

1 

per tutte le combinazioni possibili degli indici r ed s. 

Da questa definizione di prodoUo segue che la formola , 

(a) a (61 + 6, + 6, 4- . . .) = ^*i + aò^ -1- ab, + . . . 

vera se la somma tra parentesi contiene un numero finito di termini, si conserva 
voL. XVIII. 28 
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ancora vera se questi termini sono in numero infinito, purché ne sia finita la som- 
ma: infatti i !due membri dell* eguaglianza precedente sono formati degli stessi 
elementi, che compariscono ciascuno lo stesso numero di Tolte. 

Abbiansi ora le due somme di infiniti sommandi ed a?enti valor finito 

S = Oi + Oj + ... + flj^ -f- ... » S' = ft| + /ij -f- ..• -h ftp. + .'• . 
e si consideri la somma 

a^bi + ajftt +• Otftf + . . . + a^b^ + . . . 

che contiene per sommandi i prodotti binari a^b^ formati in tutti i modi possibili. 
La somma dei termini axb^ sarà finita. Si prenda infatti la somma di quanti 
si vogliono tali prodotti binari, purché in numero finito, e la si indichi con 6; si 
potranno sempre assegnare agli indici { ed m valori finiti tanto grandi che sia 

l m 



G< 1 ^ a^b'. 



ora il secondo membro di questa diseguaglianza non è altro che 



(i <^) (I. ^) ' 



inoltre se le somme S ed S' sono finite si potranno sempre assegnare due numeri 
finiti L ed H tali che per grandi che siano gl'indici l ed m, sia (48) 



f III 

e quindi qualunque sia 6 , 

G<LM 

il che dimostra in virtù del teorema I del n. 48 essere finita la somma degl'in- 
finiti prodotti a^b^ 

Questa somma essendo finita, i suoi termini si potranno aggruppare come si 
vuole in virtù del teorema III del n. 48, e si potranno scrivere 

Gì fti + a, 6j + a, 6, + + 

a, 6| + a, ft, + a, 6, + + 
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anche, per l'osservazione fatta in principio del presente n. sulla formola (a) 

a, (6| + 6, 4- 6, + . . .) + 



a, (6| + 6t + *>«+•••) + 



i-lA.^ 



m 
\ 

ed applicando da capo la stessa formola (a), 

K+Oj + Ga-f . . .)S' = SS'. 

Resta cosi dimostrato che la somma degl'infiniti prodotti a^bp^^on è altro che 
il prodotto delle due somme S ed S'. 

50. Avendosi ancora infiniti numeri soddisfacenti alle condizioni enunciate a n. 47, 



si dirà che le somme 

S, =a, 
S, = Oi + a, 
(2) < Sj=a|4-a, + a, 



» • • • 



S„ = Of 4- a, + a, + . . . + a, 



convergono verso un numero S, se preso £ arbitrariamente piccolo si potrà asse- 
gnare un numero N tale che per tutti i valori dell* indice n superiori ad N sia 

(3) S-S,,<e. 

Dico ora che se i numeri (1) hanno una somma finita S nel senso stabilito a 
n. 46, le somme (2) convergeranno verso questa somma S. 

Infatti, essendo la somma di tutte le a finite, un elemento — piccolo pur quanto 

III 
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sì vuole comparirà in questa somma solo un numero finito di volte; si potrà perUnto 
formare una somma Sn che contenga 1* elemento - tante volte quante entra in S 

stessa, ed allora tutti i termini a che non entrano in S^ non potranno nel loro in- 

1 

sierae dare un elemento — , talché sarà per tutti i valori di r; > N 

tn — 

s-s,<-L 

che equivale alla disuguaglianza (3), potendosi — prendere minore di qualunque 

quantità data e 

Reciprocamente, se una serie di numeri come (I) è tale che le somme (2) con- 
vergono ad un numero finito A questo numero sarà la somma di tutte le (1); in- 
fatti dair essere per qualunque s soddisfatta la 

A-S„<6 

ne viene soddisfatta la condizione del teor. I del n 48 e quindi la somma delle a 
è finita : essendo finita essa non può ditTerire da A per la prima parte di questo n. 
yo!a. - La presente osservazione stabilisce il legame fra le somme di infiniti 
sommandi quali le abbiamo considerate e le serte di infiniti termini positivi quali 
si studiano negli ordinari trattati : solo la convergenza, che si prende solitamente 
a dop,nizione, è qui una proprietà delle somme finite di infiniti addendi. Per le 
serie di termini positivi, il concetto di convergenza coincide con quello dì somma- 
hilUà quale è stato qui introdotto , lo stesso non avviene però per le classi più 
generali dì serie. 

§. II Somme di infiniti sommandi positivi e negativi. 

5 1 . Prima d' intraprendere la teoria delle somme di infiniti sommandi i cui ele- 
menti non sono tutti positivi come nel § precedente, sembra opportuno richiamare 
le seguenti osservazioni e definizioni. 

a) Un numero che contiene infiniti elementi positivi e negativi si è detto finito 
(n. 21, b) se esiste un numero A (che si può sempre supporre intero e positivo) 
niaggiore del valore assoluto di qualunque parte integrante del numero dato. Ri- 
sulta da ciò che se un numero composto di infiniti elementi positivi e negativi è 
finito, saranno finiti separatamente il numero formato con tutti gli elementi posi- 
tivi, e quello formato con tutti gli elementi negativi presi in valore assoluto. 

b) Se a è un numero finito composto di infiniti elementi positivi e negativi, e 
b è r insieme degli elementi positivi e e l'insieme degli elementi negativi presi in 
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valore assoluto, sarà 

tt = i* — e , 

ossia si può sempre definire (n. ?8 teor. I) un numero eguale ad* a e composto di 
soli elementi positivi se è 6 > e, e di soli elementi negativi se è 6 < e. 
e) Si ricordi infine che s* intende per somma di infiniti numeri 

un numero che contiene tutti gli elementi che entrano in quei numeri ciascuno 
tante volte quante comparisce neir insieme dei detti numeri, e prima condizione 
necessaria perchè un numero sia finito è che uno stesso elemento non comparisca 
inflnite volte nei sommandi. 

52. Una somma di infiniti numeri contenenti elementi positivi e negativi potrà 
sempre, in virtù dell'osservazione 6) del n. precedente, ridursi a contenere termini 
i cui elementi sono tutti positivi in alcuni, tutti negativi negli altri, tali termini si 
indicheranno con 

dove a, , (7, , . . . , 6, , 62 , . . . sono numeri contenenti soli elementi positivi. 

La somma di tali numeri sarà finita (n. SI, a) se sarà finita la somma di tutti 
gli elementi (tutti positivi) dei sommandi a, e separatamente finita la somma degli 
elementi dei sommandi - 6 (tutti negativi). Da ciò risulta , con un ragionamento 
del tuttt) analogo a quello fatto a n. 48 per la dimostrazione del teor. I, che : 

Teorema I. La condizione necessaria e mfficienle perchè una somma di in- 
finiU lermini positivi e negativi sia finita , è che stano finite separatamente la 
somma degli addendi positivi e quella degli addendi negativi. 

La stessa dimostrazione del teorema III del citato n. 48 permette di dimo- 
strare che: 

Teorema IL Se la somma di infiniti sommandi (a) è finita, si possono ag- 
gruppare questi sommandi nelV ordine che si vuole senza alterare il valore della 
somma. 

Non sarà lecito invece, nel caso di sommandi come quelli della serie (or), di 
enunciare il teorema analogo alla prop. IV del citato n. 48, a meno che non si 
vengano a scomporre le a e le - 6 in tante somme di termini che dirò e, tali che 
si sappia che la somma di tutte le e è finita. 

Oltre alla condizione necessaria e sufficiente data dal teor. I perchè la somma 
di infiniti numeri (a) sia finita, si possono enunciare altri criteri che verranno ado- 
perati in seguito, cioè : 

Teorema III. La condizione necessaria e suffkienle perchè una somma di in- 
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finiU lermini positivi e negativi sia finita, è che sia finita la serie dei valori as- 
soluti dei termini. 

Questa condizione non e evidentemente che un altro enunciato del teorema I. 

Teorema 1V> La condizione necessaria e sufficiente perchè una somma di in- 
finiti termini positivi e negativi sia finita ^ è che esista un numero A positivo e 
maggiore del valore assoluto della somma di un numero qualunque ma finito di 
termini presi in modo qualunque fra i sommandi. 

Dimostrazione. La condizione è necessaria. Se infatti è finita la somma dei 
numeri 

saranno finite le somme dei numeri a e dei numeri b separatamente , (teor. I) e 
quindi esisterà un numero A^ maggiore delia somma di termini a in numero qua- 
lunque ma finito, ed un numero A^ maggiore della somma di termini b in numero 
qualunque ma finito. Il maggiore dei due numeri A, ed A^ sarft evidentemente mag- 
giore del valore assoluto di qualunque somma di termini estratti fra 1 numeri (a). 

La condizione è sufficiente. Esista infatti un numero A maggiore del valore as- 
soluto della somma di un numero qualunque di termini estratti fra i numeri (a); 
sarà A maggiore, in particolare, della somma di un numero qualunque di termini 
estratti fra i numeri a, e del valore assoluto della somma di un numero qualunque 
di termini estratti fra i numeri b ; e questo è quanto dire che sono finite le somme 
dei sommandi a e dei sommandi b separatamente , e quindi per il teor. I die è 
finita la somma di tutte le quantità (a), e d. d. 

53. Dati infiniti numeri, positivi e negativi, scritti in un ordine deterftiinatOt 



e formate le somme 

S|» = Of + «1 + a, + . . . + a,! , (n = 1 , 2 , 3 , . . .) 

si dirà che queste somme convergono ad una quantità A se preso £ positivo e 
piccolo ad arbitrio si può determinare un indice N tale che per tutti i valori di 

n>N sia 

|A-SJ<6. 

Per queste somme S„ convergenti ad un limite A non vale il teorema dimo- 
strato al n. SO, che la A sia la somma nel senso da noi stabilito delle quantità 
a, ,C4,... e non risulta neppure dall'esistenza di quel numero A, chele ai,a,,... 
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abbiano una soinm«i finita. Ed inratti la convergenza delle somme S^ dipende es- 
senzialmente dair ordine in cui si prendono i termini a, , a, , ... ossia dal modo con 
cui varia S^ al crescere di n; ora s* intende che per una certa disposizione dei soro- 
mandi la S„ potrà avere una dipendenza coir indice n tutta diversa della dipendenza 
che potrà assumere per un'altra disposizione. Non vale più nel caso dei termini po- 
sitivi e negativi il fatto che si verifica nel caso di soli termini positivi che : « detta 
(( 6 la somma di un numero qualunque finito di termini presi fra le a^ in ordine 
a qualsiasi, si potrà sempre determinare un valore dell* indice n tanto grande che 
n sia Sj.> 6; » fatto su cui si fonda la dimostrazione data a n. 50. R però vero 
che , se la somma delle a^ nel senso da noi stabilito è finita e uguale ad S , le 
somme S^ convergeranno verso S. 

Si vede da ciò che le somme di infiniti sommandi da noi dette finite coinci- 
dono colle somme delle serie dette convergenU indipendenlemenle dalCordine dei 
termini negli ordinari trattati. 

§. III. Somme di infiniti sommandi complessi. 

K4. Un numero complesso a -f oi't è determinato se sono determinati i due nu- 
meri reali a ed a'. 

La somma di più numeri complessi 

«i + a'ii , Oj + a'ji , aj-l-a'ji, 



si definisce col nuovo numero complesso 

(a» + ttj + «5 -t- . . .) -h (a'i 4- a', + a', -H . . .)i , 

e se sono finiti e determinati i sommandi ed in numero finito sarà finita e deter- 
minata la somma. 

Se il numero dei sommandi è infinito, l'operazione è viriiialmenle eseguibile 
nello stesso modo (v. n. 46), ma sarà effettivamente eseguibile solo se saranno fi- 
nite le somme Za^ e Zol\, Abbiamo cosi il 

Tborema 1. La condizione necessaria e sufficiente affinchè una somma di ?iu- 
meri complessi in numero infinito sia finita, è che siano finite separatamente le 
somme delle parli reali e dei coeffi^enli dell* unità i. 

Oltre a questo si possono enunciare altri due criteri importanti per riconoscere 
sotto quali condizioni sia finita una somma di infiniti numeri complessi. 

Teorema li. La condizione necessaria e sufficiente affinchè una somma di 
numeri complessi in numero infinito sia finita^ è che sia finita la somma dei 
moduli dei suoi termini. 
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Dimostrazione. Abbiasi la somma degrinflniti numeri 

«^ + aV i , (r = 1 , 2 , 3 , . . . in ìnt. . . .)• 

La condizione enunciata è necessaria. La somma dei suddetti numeri abbia un 
valore finito S ; avranno pure un valore finito , per il teorema I, le somme delle 
quantità a^ ed a'^, e quindi se con |a^| , ja^l indichiamo i valori assoluti dei nu- 
meri a^ , a'^, saranno pure finite le somme di questi valori assoluti per il teor. Ili 
del n. o2 ; percui sarà finita anche la somma delle infinite quantità |a^| + laVJ- Ma 
sì ha, prendendo il valore assoluto del radicale : 



ed essendo finita la somma dei secondi membri , sarà a forliori finita la somma 
dei primi membri di queste diseguaglianze. 

La condizione è anche sufficiente. Sia finita la somma degl* infiniti numeri po- 
sitivi VoTToV. Si ha 



Va,* + a7>|a,f 



n/V + a'r* > la'rl » 



ossia dair essere finita la somma delle W + ^V* saranno finite le somme delle 
o^ , aV , e quindi per il teorema I, la somma delle a^-h a',.^ c- ^' ^• 

Teorema III. La condizione necessaria e snfficienle perchè la somma di in- 
finill numeri complessi sia finita, è che Ui somma di un numero qualunque mn 
finito di termini jìresi ad arbitrio fra questi abbia il suo modulo costanlemenle 
minore di un numero positivo e finito A. 

Dimostrazione. La condizione enunciata è necessaria. Sia finita la somma 
degl'infiniti numeri a^H- aV^* ^^^ ^^ teorema II è finita la somma degl'infiniti nu- 
meri Vor' + aV^ : esiste pertanto un numero finito A maggiore della somma di un 

numero qualunque di termini presi ad arbitrio fra i termini V^^* h «V* • ovvero 
sarà per qualunque valore dell* indice n , 



n 



A> I \/a,.* + aV* 



e quindi a forliori per il teorema I del n. 43 , 



n 

A> 
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La condizione è sufficiente. Esista un numero A che sia maggiore del modulo 
di qualunque somma formata con un numero finito di termini a^ + a^ ù Estraggo 
fra le a^ -h a'^ • quelle in cui o^ è positivo, e le indico con ri^ f V,. ì : si ha per 
ipotesi, qualunque sia n, 



A> 



1^ (nr + n'r 



ossia 



A> 



n n 

^1 r=l 



ma il secondo membro è 






onde si deduce che il numero A è maggiore della somma di un numero qualun- 
que di yif. 

Si prendano ora quelle o^ + ia'j. in cui la o^. è negativa , e si indichino con 
-0^-f iOV, si trova similmente che A è maggiore della somma di un numero qua- 
lunque di 6^ e quindi per il teorema 1 del n. 48 la somma delle a^ sarà finita. 
Analogamente si dimostra che è finita la somma delle a',., quindi è finitala somma 
delle a^4-AVi, e. d. d. 

55. Teorema. Se 

Or + aVt , (r = l,2,3, ) 

sono numeri complessi in nwnero infinito, e la somma di questi numeri ha un 
valor finito S, le somme 

S«= S (a, + aV<) 

rcrl 

verranno a differire da S, col crescere di n, di tanto poco quanto si vuole, ossia 
convergeranno al valore S. 

Dimostrazione. Indico con >i^ le a positive, con -0^ le negative, con ij',. le 
a' positive, con - 6'^ le negative ; e pongo 

;s, =1)), , s, =fe, , s,»=L%, , Sa*- 2»,, 
liti 
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In virtù del teorema dimostrato a n. 50, preso un numero e arbitrariamente 
piccolo sarà possibile trovare valori di n tanto grandi che sia 

da cui, essendo 

I S, - S,» - (S, - S/) + i (S/ - S\-) - 1 (S. - S',») I 

< |S, - S,-| + IS, - S,"| + IS, - S\"| + IS, - SVI < e , 

sarà per n abbastanza grande corrispondentemente ad z 

|S-S,|<e 

ossia le somme S^ convergeranno ad S, e. d. d. 

La convergenza delle somme Sj» è indipendente dall'ordine con cui si aggrup- 
pano i termini a^ + a^t, perchè il valore S è indipendente dair ordine di questi 
termini. 

§. IV. Prodotti di infiniti fattori. 
56. Se Oi , Oi sono due numeri complessi determinati , 

0| = a, + a', i , ff, = a, + a\ i , 
il prodotto a, a^ sarà pure un numero determinato 

0| 0, = «,«,- a'i a\ + i (a, a', + a, a',). 

Analogamente sarà detcrminato il prodotto di n numeri determinati a^yai,ay..a^' 
e si tratta in ciò che segue di studiare in qual modo e sotto quali condizioni si 
potrà deOnire il prodotto se i fattori sono in numero inQnito. La definizione che 
si darà di prodolio di infiniti fattori deve soddisfare alle seguenti condizioni : 

a) di coincidere colla definizione ordinaria di prodotto se il numero dei fat- 
tori si riduce ad essere finito ; 

b) debbono valere le leggi caratteristiche della moltiplicazione, cioè essere 
il valore dei prodotto indipendente dalla legge; con cui si aggruppano i fattori; 
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e) sarà conseguenza della definizione la conve.rgnnza dui prod^Hll 1*^^ r/,f^, , (f^ 
col crescere di n ad un valore determinato, elio «ara il valoro (Inllitllo iui\m \irit 
dotto : cioè preso e piccolo ad arbitrio si potrà «cmpre trovaro un v^lor^t N im\Ui 
grande che per n > N sia costantemente 

Da questa osserrazione risolta che eoi crescere di n, in A)tf*'Jt'Mm ttn in o^ 
ed 1 deTono tendere allo zero e si è c<i»l e/;ndoiU » pom 

dofe fin le b. fc né do numero iuiìfuUf il toi tft^/inh k iuÌtf\f/fK % /^Ml'fV^>4v 
quantità data. 
51. Si pooga 

I 



^ «» .- *- ^ , .' 



& ici^isu^ !Ji.4i ^, ?sn'nf^r»i n 'arrìsi tì imi. uvuitUfr. j* ^^v^c^iiti/»:!!*» ig^uuiu. f^'M/»^ 

* r^ :=: U -- !• V 






». 
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Ciò posto , il prodotto dcgr inflniti fattori 1 i b^ verrà definito nel seguente 
modo : 

K Si chiamerà prodotto degl* infiniti fattori 1 + ft« e si indicherà con 

« la 8omma delle gf» definite dalla precedente tabella (2) ogni qualvolta questa 
« somma riescirà finita ». 

Ma sappiamo che la condizione necessaria e sufficiente affinchè una somma di 
infiniti sommandi sia finita , è che sia finita la somma dei moduli dei termini; noi 
intJicheremo con ^^ il modulo 6,. , e considereremo la seguente tabella , in cui le 
G^ sono maggiori o almeno eguali ai moduli delle g^ , e sono formate coi moduli 
dei termini della tabella (2) : 

ao=l 
o, = p, 

(4) \<'i = Pi + PiPi 



ora ci basterà studiare la somma delle quantità positive o« per trovare sotto quali 
condizioni sarà finito il prodotto delle 1 + b^. 

S8 Teorema, a La condizione necessaria e sufficiente affinchè il prodotto de- 
ce gr infiniti fattori 1 +6^ definito come sopra abbia un valore finito, è che sia fi- 
« nita la somma della quantità ^^j moduli delle b^ ». 

Dimostrazione. Che la condizione enunciata sia necessaria risulta evidente dal- 
Tessere la 2)^^ contenuta nella Za^. 

La condizione è anche sufficiente. Si indicherà con S il valore della somma delle 
p supposta finita, e si distingueranno due casi : 

a) S < 1 . Si parte dall* identità 

1 + Pr= ^ 



1- ^ • 



da questa risulta : 

(i+pi)(i+Pt)= — ^ — V" 

1- p* 1 ~ p» 

I + Pl 1+pl 
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ma 



('-T^)0-r^)>'-r^.-.-^>-*.^f^ 



onde 

I 



(«+Pi)0+P«)< 



1 - (Pi + M 



Moltiplicando il primo membro di questa diseguiglianza per ! + ^^ , il secondo 
per la quantità maggiore ; — x- Tiene 

(»+Pi)(i+Pi)0 + P.)< 



1-(?i + Pì + P,) 
e cosi in generale 



Se in questa formola alla somma 

?• + ?*+ +P« 

sostituisco S, somma di tutte le p, aumento il 2^ membro e quindi a foriiori 

Questa formola serve a dimostrare che il prodotto degl* infiniti fattori I + ^« 
ha un valor finito. Infatti si è definito come valore di esso prodotto il valore 
della somma 



1 + Oi + Oj + 

ora 

1 + 0, 4- 0, + . . . + o, = (l 4- P|)(l -hpt)(l + Pi) . . • (^ + P«> <T~8 ' 

dunque la somma di un numero qualunque finito di sommandi 0« si mantiene co- 
stantemente inferiore ad un numero finito -z — g-, ed è quindi finita a farUori in 

valore assoluto la Ig^. 

b) S > 1. Poiché la S è finita, sarà anche convergente per il n* 50, onde sarà 
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sempre possibile trovare una tale S„^, che la somma delle rimanenti 

abbia un valore minore dell' unità ; allora per il prodotto degl' infiniti fattori 



l + P«+t . <+?»«. 



varranno le conclusioni del caso precedente, ed il prodotto restando finito quando 
lo si moltiplichi per i fattori 



1 + Pi . 1 + Pj 1 + P 
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in numero Anito, sarà finita la somma delle o^ e quindi il modulo della Ig^, c.d.d. 

59. Dimostrato che un prodotto di infiniti fattori t + 6^ è finito se è finita la 
serie dei moduli delle quantità b^ , si può dimostrare ancora : 

a) Che i prodotti 

P« = a + 6i)(l+ò,), ..(1+6J 

convergono col crescere di n al prodotto degl* infiniti fattori che diremo P. 
Si ha infatti 

IPJ = 1(1 + 6i)(t + 6i) ..• (1 + ftjl < 1 + P, + P, + ... + Pi P. ... P« ; 
cosi, se sia posto 

sarà 
onde 

Ha posto 

S = PiM.1 + P1.+I + 

si ha, come si è visto, e prendendo n abbastanza grande perchè sia S < 1 , 

« 

I 

e quindi 

1 + mi < * 



-1 -S" 
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Si formi ora 

il va!ore assoluto o modulo di questo quoziente sarà per T appunto 

e qui si potrà prendere n tanto grande che nella somma delle ^ , S sia arbitra- 
riamente piccolo, il che è possibile per la teoria delle somme di inflniti termini : e 

p 
quindi ^ si renderà in valore assoluto, per n suDicientemente grande, minore di 
* fi 

qualunque quantità data. 

6) Che ad un prodotto P di inflniti fattori si possono estendere le leggi della 
moltiplicazione di fattori in numero Anito: ossia, se il prodotto degl' inflniti fattori 
1 + 6, ha un valor flnilo , dimostreremo che avrà pure un valor finito il prodotto 
dei fattori 

dove con 1 -f- c,^ si indichi un aggruppamento arbitrario dei fattori di P, e che il 
prodotto dei gruppi 1 + c^ sarà eguale al prodotto dei primitivi fattori 1 + fc,. 
Sia infatti : 

l+C4 = (l + bOO+h't)0 + 6"i) 

J l+c, = (l + fc,)(» +b\){\+b'\) 

• 7 

il prodotto II (1 4- bf^) equivale a 

(1) 1 +6| + 6i f- 6,6t-f 63 + ^*a+&i'>3 + 6|626s+ • • • 
per definizione, mentre il prodotto 11(1 +o^) equivale a 

(2) 1 -f C| + Cj + C|C, + Cj + c^Cj^ + c^c^ 4- c,c,C3 + . . . 
Ha si osservi che 

e, = 6, + ò'i + t>|Ò'4+ . . . , 
r, = 6t + ò'jH-6,6'j+ . . . , 



1 



)( 232 )( 

perciò i termini della somma (2) non sono altro ohe i termini della somma (Rag- 
gruppati in ordine diOerente : ora si è dimostrato che se la somma (I) è finita, 
la somma (2) sarà pure finita ed avrà lo stesso Talore della (I); lo stesso Tarrà 
dunque anche per i rispettivi prodotti. 

60. (?) Siano i due prodotti di infiniti fattori : 

n(l+6„) , n(l+c,), 

finiti e di cui indicheremo i valori rispettivi con P e Q. Dico che il prodotto 

II(l+6.)(l + c.) = n(l-r6. + c^ + 6.c.) 

sarà pure finito ed avrà per valore PQ. 

Infatti il prodotto Tl(l -^ft«M' +0 sarà finito, per il teorema del {. 58. ^e 
sarà finita la somma 

ora questa somma è finita perchè , in virtù dello stesso teorema , essendo finiti i 
prodotti P e Q, saranno pure finite le soumie 

^IM e l|cj. 

Oltre a ciò il suddetto prodotto ha per valore PQ, perchè il valore del prodotto 
i cui fattori sono 

l+6, + c. + 6.c, 

si definisce con una somma di infinite quantità, e questa si trova essere identica 
(secondo il n* 51) colla somma che esprime il prodotto delle due somme £6^ e Se,. 
6) Se il prodotto 

0(1 + 6J 

ha un valore finito P e tutti i suoi fattori sono diflerenti da tero, avrà un valore 
finito che sarà precisamente 5 anche il prodotto II l- — - j. 

Si ha infatti 

l+6.~* 1+6.' 
se la somma 

2|6J 



X «M K 

è finita, sarà tale anche la somma 






perchè indicando con y un talore minoro dol nitninio inoilulii |l l ^«1 oIik por I|im 
tesi non è mai nullo, si ha 



yj*J <l2:i/, I 



dunque per il teorema del n. 58 il prodotto 

" (' - rh-> « (-Vj 

ha un Talor finito. Inoltre essendo p^r la f parte di nu^.nUf imuMU 



ne Tiene 



«^r^J-; 



c) Da quando %i è A*tvx» rti;:*A ««h^ ^ 
sono due pr;»!r.ri av^jité "ui^r Inti ^ * "^ /.- .>#^j.."«rri/'jif^ i ^^'•v»/^ 



sari 3iir» inir^i »^ *rn T^r *»;» '^^ / ''*. i* *. • •/.. '^ • >» . .5^ •// ' 

* 



1 I i' '^ 



:. 1. t 
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EZIONE SECONDA 



ALCUNI TEOREMI SULLE GRANDEZZE IN GENERALE. 



§. I. Definizioni. 

1. Sia a? una lettera cui si può assegnare qualunque valore reale : 1* insieme 
dei Talori che può prendere x si dice costituire una varietà semplicemenle infinila 
ad una dimensione, ed alla lettera daremo il nome di variabile. 

Siano x^ , x^ . ' . ' i Xn j n lettere scritte in un determinato ordine , e ciascuna 
possa assumere qualunque valore reale da — oo a +oo indipendentemente dalle 
altre. L* insieme dei sistemi di valori che si possono dare successivamente alle n 
lettere x, , as^ » . . • ? x« si dice costituire una varietà n volle infinita , o ad n 
dimensioni. 

Nel primo caso, un valore speciale attribuito ad x si dice posto o punto nella 
varietà semplicemente infinita. 

Nel secondo caso, un sistema speciale di valori attribuiti alle n lettere si dice 
posto punto nella varietà n volte infinita. Il posto speciale che si ottiene per il 
sistema di valori 

verrà indicato per brevità con 

(cti . «1 > » a») 

e anche semplicemente con (a) nei casi in cui non vi può essere ambiguità. 

Per esempio se con x rappresentiamo la distanza di un punto mobile di una 
retta indefinita da un punto fisso della stessa retta, F insieme dei valori di x co- 
stituirà una varietà semplicemente infinita, e ad un valore di x speciale o ad un 
posto speciale della varietà corrisponderà un punto speciale sulla retta. 

Cosi, se con a^i , a?t » x^ rappresentiamo le coordinate di un punto mobile libe- 
ramente nello spazio ordinario, riferito a tre assi coordinati ortogonali, l'insieme 
dei sistemi di valori di £C| , x, , oo, costituirà una varietà triplamente infinita, e ad 
un sistema speciale di valori per Xi , X| , x^ corrisponderà un posto nella varietà 
e un punto speciale nello spazio. 
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Si deve però intendere che si può parlare di varietà ad una , due , . . «n dt- 
mensioni senza alludere per questo ad alcuna rappresentazione concreta. 

2. Sia un posto (a) in una varietà ad n dimensioni, cioè si consideri il sistema 
di valori 

r insieme dei posti che si ottengono dando ad o^i , as, > • • . » 20» ^^^i i valori ri- 
spettivamente compresi fra 

a, - 8, ed o + S\ 



«« - 8» » a^ + 8', 



si dirà costituire un intorno del posto (a). I valori delle quantità positive 81,82,. -jK 
saranno determinati in ogni caso particolare dalla natura del problema che si ha 
in vista. 

Se i numeri positivi 8, , 8^ , . . . , 8|, possono in una determinata questione, 
prendersi piccoli quanto si vuole, si dirà che Viniomo del posto (a) si può pren- 
dere arbitrariamente piccolo. 

Si dicono posti alV infinito in una varietà ad n dimensioni i sistemi di valori 
nei quali uno più degli n valori attribuiti alle lettere è infinito. 

S'intende con intomo dell* infinito l'insieme dei posti tali che sia, (indicato 
con |X|| il valore assoluto di x^) 

|aj|| > N, , |aj,| > N, , Ja?.| > N,» 

dove N« , Nt , . . . , N, sono numeri positivi, determinati in ogni caso dalla natura 
della questione che si ha in vista. 

3. In una varietà ad n dimensioni si prenda a considerare T insieme dei posti 
dati da una stessa regola, in altre parole , determinati da una definizione co- 
muìie ; e si rappresentino con {x') questi posti speciali mentre (x) denoterà un 
posto qualunque della varietà. Si possono allora presentare due casi : 

I. Essendo (x'^) uno qualunque dei posti considerati si possono determinare 
numeri positivi 8, , 8, , . . . , 8^ tanto piccoli che nell* intorno di (x'o) 

aJ'o.i - 8« ®'o,t + 8i 

05 0,1 -" 8j . • . . . • a? 0^1 + Oj 

* 0,» ~ *» ^0,» + ^» 
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non cada alcun posto fra quelli specialmente considerati, air infuori di (x\). In tal 
caso i posti (flc') si dicono formare una serie discreia. 

JI. Essendo (x\) uno qualunque fra i posti considerati e presi i numeri po- 
sitivi 8^ , S^ y • • • » S„ piccoli quanto si vuole, neir intomo (x'o- 8 . . . x'o + 8) ar- 
bitrariamente piccolo cadono sempre altri posti fra quelli specialmente considerati, 
oltre ad (cc'o)* In tal caso i posti definiti (x') si dicono formare un continuo. 

Per esempio, se C , C , C" sono tre costanti ed m , t?i' , w" sono numeri interi 
qualunque, i posti definiti da 

aj, = mC , ac, = m'C' , a5, = m"C" 

formano una serie discreta di posti in una varietà a tre dimensioni, mentre i posti 
definiti da 

formano un continuo in una varietà pure a tre dimensioni. 

4. Àbbiansi infiniti posti (x') soddisfacenti ad una definizione comune e formanti 
un continuo, e siano (x'J ed (x'^) due di questi posti. Si dirà che i posti speciali 
fra i posti (x') 

stabiliscono un passaggio continuo fra (x'^) ed (x'^) quando (x'i) è preso in un in- 
torno di (X a) , (x'i) in un intorno di (x',) , (x',) in un intorno di (x',) e cosi ?ia, 
infine (x'^) in un intorno di (x'«), l'ampiezza di questi intorni essendo determinata 
d'altronde dalla natura del problema che si tratta. Ciò posto, un continuo si dice 
connps.so quando fra due posti qualunque di esso si può sempre stabilire un pas- 
saggio continuo, il contorno non è connesso e si dice anche composto di più pezzi 
separali nel caso contrario, un continuo può anche essere composto di infiniti pezzi ; 
cosi il continuo definito da 

1 
m<x'<m-fs 

in una varietà ad una dimensione , esprimendosi con m un intero qualunque. Ri- 
cordisi che con queste definizioni non s* intende però di alludere ad alcuna rappre- 
sentazione geometrica. 

Siano ancora (xO posti soddisfacenti ad una definizione comune e costituenti 
un continuo. Un posto (x^) preso fra questi si dirà appartenere ali* inforno del 
continuo se tutti i posti di un intorno sufficientemente piccolo di (x'^) appartengono 
pure ai posti (x'); invece un posto (x'^) si dirà appartenere al contomo del con- 
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Unno se in un intorno di (x'^) piccolo quanto si vuole si troveranno costantemente 
posti appartenenti alle {x') insieme con altri non appartenenti vi. Un continuo può 
constare di un contorno, e non avere intemo, come il continuo definito da 

«V + aV + aV^l. 

Un continuo si dirà estendersi air infinito se si può soddisfare alla definizione 
comune dei posti (x*) del continuo dando valori grandi quanto si vuole ad alcune 
delle lettere Xi , Xt i * • • » a^»- 

§. II. Proposizione fondamentale. 

S. Teorema. « Se in una varietà ad una dimensione si hanno infiniti posti 
« soddisfacenti ad una definizione comune si troverà in quella varietà per lo meno 
< un posto avente la proprietà che in qualunque suo intorno , per piccolo che si 
ft voglia prendere , esisteranno sempre infiniti posti soddisfacenti a quella defini- 
ti zione »• 

Dimostrazione. P Caso. Indichiamo con x' i posti soddisfacenti ad una defì 
nizione comune ; siano le x' in numero infinito, e si suppongano inoltre tutte finite 
e positive. 

Esisteranno certamente due numeri finiti e positivi g, e ^f, tali che tutte le 
x' siano minori di g^ e maggiori di g^ : quest* ultimo numero può anche essere 
nullo. Si prenda un numero a qualunque intero, positivo e maggiore, dell* unità, e 
si consideri la serie 

1 -' ? 
^ a a a 

In questa serie si troveranno sempre due termini, uno — ^ che sarà l'ultimo 

A*!) , 1 , (l'I 

inferiore a (/, ed un altro * * die sarà il primo superiore a g^] talché sarà 

m» m, -f T? , 

e tutte le af saranno così comprese fra — ^ ed — ^ -. Si considerino ora gl'in- 

teryalli 



• • 



a a a a a 



9 > _ • • • ^ 9 
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questi sono in numero finito, le x' sono invece in numero infinito, e quindi almeno 
in uno di questi intervalli cadranno infinite x\ Indichiamo con [pi|] il primo di 
questi intervalli entro cui cadono infinite x\ sia cioè [^^ rinterrano 



• • • -* • 

a a 



Si consideri poi la serie 

olii 

in questa si troveranno, come nella serie precedente, due termini -\- ed — ^-^ 
tali che sia 






e fra gì* intervalli 



m^ m^-f 1 ma+ 1 m^ + 2 m,4-n^- I m^ + n^ 



vi sarà un intervallo 



[m] ossia '^ • • • ^ ^ 



a» a' 



che sarà il primo fra gf intervalli precedenti entro il quale cadranno infiniti posti x\ 
Dico ora che T intervallo [v^^ è tutto entro [|ji|]. 

Infatti le x' inferiori a — sono in numero finito, ma quelle inferiori a ^ — 



a a 



sono in numero infinito : cosi pure le x' inferiori a ^ sono in numero finito, ed in 
numero infinito quelle inferiori a " ^ , percui sarà 

a o* ' o* o 

da cui 

(1) o|i, <m + i , ji, <oti, + o 
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e quindi, essendo queste diseguaglianze fra numeri interi, sarà anche 

(2) aji, <m , m + l<a|i, + o 

e quindi 

(2') •ÌJ<H2 , Jil+l<!Ìi±i 

a — a* a* — a 

ossia [p,] è tutto entro [|jL|]. 

Definiti analogamente gl'intervalli 

si troverà similmente che 1* intervallo [\k^] sarà tutto entro [pLn.i]. 
Ciò posto, si consideri la somma 

e» *'^(S-S)-C^-S)- 



ossia 



a'» "^ Va""* a'V Va"-*"* a""V 



Dico che questa somma è finita : infatti essa è composta di soli termini po- 
sitivi per le diseguaglianze (2^) ora dimostrate, ed essendo per le diseguaglianze (1) 

sarà 



A<'*i--ra(-r + -,+ ) ; 

a Va* a* / 



ossia, indicando con h una quantità positiva minore dell* unità, 

Dico ora che questo numero finito A è precisamente il posto della varietà x 
indicato nell* enunciato. 
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Essendo infatti daile diseguaglianze (2) generaliesate 

Piw» - oji, < o - 1 , 
sarà 



— a* a"** \ a / 



ossia, posto con k un numero positivo e non maggiore dell* unità, 



a* a""*"* a — 1 

^ «** - a" ' 
per cui 

(5) '^<A<!^. 

Queste ultime diseguaglianze dimostrano che il posto A cade entro ogni inter- 
vallo l\t„] : ora preso un numero 5 piccolo ad arbitrio si potrà sempre prendere 
n tanto grande che sia 

1 , 
a* 

ossia fra A - S ed A + 6 cadrà tutto T intervallo [[ij e quindi a in un intomo di 
» A piccolo quanto si vuole cadono infiniti posti x\ di quelli definiti dalla data 
» legge comune », e. d. d. 

Risulta evidente dalla dimostrazione stessa che fra i posti della varietà x pos- 
sono esistere non uno solo, ma più posti A aventi la proprietà indicata. Non è ne- 
cessario che questi posti A siano fra i posti definiti x*, benché si trovino posti x' 
vicini ad A quanto si vuole. 

n. Caso. Le x' siano ancora tutte finite, ma alcune di esse siano negative. 
Questo caso si riconduce al precedente ponendo 

2D = 2 k 

dove fc è un numero positivo maggiore del valore assoluto della mìnima x' ; allora 
ai posti detti x' nella varietà x corrispondono posti z' tutti positivi nella varietà z. 
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III. Caso. Le x' definite siano suscettibili di diventare superiori a qualunque 
quantità data. Allora, o tutti i posti della varietà x appartengono alle ce' , e in 
questo caso il teorema è dimostrato da sé ; o si può determinare un posto i il 
quale non soddisfi alla definizione delle a/. Si ponga allora 



X 

z = 



flc-S' 



La lettera z ci rappresenta una varietà semplicemente infinita, in cui alle x' 
della varietà x corrispondono determinati posti z' , 



Z'=z 



X' 



* -e? 



e le z' non possono diventare infinite. Esiste allora, per il V caso, un posto Z della 
varietà z avente la proprietà che in qualunque intorno di Z cadono infinite z'. A 
questo posto Z corrisponderà nella varietà x un posto X avente la stessa proprietà , 
e che sarà 

X= ^5 



Z-1' 



se Z - 1 , si potranno trovare x' il cui valore sarà grande quanto si vuole , ossia 
X sarà infinito, ma avrà la proprietà indicata dall'enunciato; se Z è diverso da 1, 
X avrà pure la proprietà indicata perchè è facile dimostrare che si può sempre 
prendere nella varietà z un intervallo z^ - JZ| tanto pìccolo che Y intervallo corri- 
spondente Xq - ce, nella varietà x sia minore di qualunque quantità data. 

€. Il teorema del n® precedente si può generalizzare estendendolo ad una va 
rietà di n dimensioni : si può dire cioè che : 

a Se in una varietà ad n dimensioni si hanno infiniti posti soddisfacenti ad 
(( una definizione comune, e che indicheremo con (ce'), si troverà sempre in quella 
e varietà per lo meno un posto (X) avente la proprietà che in qualunque intorno 
« di (X), per piccolo che si prenda, esisteranno sempre infiniti posti (ac') )k 

La dimostrazione del teorema nel caso generale è informata agli stessi prin- 
cipii della dimostrazione del caso particolare esposto : conviene solo osservare che 
non si può dire che due posti (a) e (b) di una varietà ad n dimensiorii si seguono 
a meno di una convenzione speciale. Stabiliremo pertanto che il posto (ò) si dirà 
seguire il posto (a) nel caso in cui sarà 

a, < ò, 

VCL. XVIII. 31 
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(^essendo il posto (a) il sistema di valori 

ed il posto (6) il sistema , 

e se 

a, = 6^ , a^ = 6j . . . . , a,._, = 6^., 

il posto (6) seguirà il posto (a) se sarà 

. a, < />,-. 

7. Se z è una lettera cui si possono dare tutti i possibili valori complessi, 
r insieme dei valori di z costituirà una varietà a due dimensioni. Inflìtti posto 

m 

le due lettere a; ed j/ possono assumere, indipendentemente Tuna dair altra, tutti 
i possibili valori reali e quindi i sistemi di valori di x ed 1/ formano nel loro in 
sieme una varietà a due dimensioni. 

Similmente, se jZf , Zj , ... , z^ sono n lettere cui si possono dare tutti i pos- 
sibili valori complessi, ed indipendenti le une dalle altre, l'insieme dei sistemi di 
valori che si possono dare alle n variabili costituisce una varietà a 2;i dimensioni, 
perchè ciascuna variabile complessa corrisponde a due variabili reali indipendenti. 

§. III. Limiti superiore ed inferiore. 

8. Denotiamo con x' infiniti numeri reali definiti da una legge qualunque, esi- 
sterà sempre per questi numeri un limile superiore ed un limile inferiore; chia- 
mando limile superiore un numero L tale che non vi siano x' maggiori di L e che 
fra L ed L - s dove e è un numero positivo arbitrariamente piccolo cadano sempre 
alcune ac', e chiamando Umile inferiore un numero X tale clic non vi siano xf mi- 
nori di X e che fra X e X + s, dove s è positiva ed arbitrariamente piccola, cadano 
sempre alcune x'. 

Dimostrazione. T Caso. 1 numeri x' siano tutti finiti e positivi. Si prenda a 



r 
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considerare la serie 



1 ? ? 

a a a 



dove a è un numero positivo, intero e maggiore dell* unità. 

In questa serie s'incontrerà necessariamente un termino — che sarà il primo 
ad essere maggiore di tutte le a;' ; in altri termini vi saranno delle x' superiori a 
^ , ma tutte saranno inferiori a ^. Si prenda poi a considerare la serie 



a a 



olii 

anche in questa si troverà un termine ^ che sarà il primo ad essere maggiore 



o^ 



A V-i Vi 



di tutte le x'. Segue dalla definizione di questi numeri ^ , ^ che sarà 



a^ a ' a a* 

ossia 

1*2 > a|A, - a , a;/, > i/^ - 1 

e trattandosi di numeri interi 



da cui 



a a*— a 



Si formi ora la serie 






dove le frazioni 
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1^2 



sono defluite nello stesso modo delle -- e ~ , e dove è in ffenerale : 

a a* ^ 






a»-* ^a'*— o*"*' 



Si potrà scrivere : 



e anche 






ed essendo per le discguaglianze dimostrate 



«f*» - ^«+1 < « 



sarà, indicando con h un numero positivo minore dell* unità 



_ pijj h a 



(2) L = ^-^ 



ossia L avrà un valore finito. 

Dico ora che questo numero finito L è il limite superiore indicato dalVenuD- 
ciato : cioè dico che non vi sono x' maggiori di L e che cadono sempre alcune 
x' fra L ed L — e, per piccolo che si voglia e. 

Se vi fosse infatti una x' maggiore di L si potrebbe sempre determinare una 
quantità e inferiore alla differenza x' — L ; allora sarebbe 

ossia al di là di L + s vi sarebbe una x' almeno. Ma si può sempre, nella forino- 
la (2), determinare n tanto grande che sia 



^ - L = -r . < e 

a* o" a-1 



e quindi 
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Ma per definizione al di là di —^ non vi sono x\ e quindi a forliori non ve 

ne saranno al di là di L + £ , il che contradioe al risultato precedente. Si deve 
dunque ammettere che tutte le x' sono inferiori ad L. 
Ed essendo per tutti i valori di n 



a* 
sarà possìbile di prendere n tanto grande che sia 

a" 

Ma non vi sono x' inferiori ad L, e ve ne sono certamente al di là di ^'^ „ 

ossia al di là di L - e : quindi fra L - e ed L cadono sempre alcune x' per piccolo 
che sia e, e. d. d. 

In modo del tutto analogo si dimostra resistenza del limite inferiore X, infe- 
riore a tutte le 20' ma tale che cadono sempre alcune a;' fra X e X + e. 

II. Coso. Si suppongano le x' tutte finite, ma in parte positive e in parte ne- 
gative: basta allora considerare le sole x' positive e dimostrare per queste l'esi- 
stenza del limite superiore , quindi prendere le x' negative in valore assoluto , e 
dimostrare per questi valori assoluti l'esistenza del limite superiore, il quale can- 
giato di segno, sarà il limite inferiore delle x'. 

in. Caso. Se le x' sono tali da potersi dimostrare maggiori di qualunque quan- 
tità data, il loro limite superiore sarà il valore x = <x>, in tal caso s' intenderà che 
r intorno delF infinito è costituito da tutti i valori superiori ad un certo numero N, 
e che vi sono sempre alcune x' in qualunque intorno dell' infinito. 
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SEZIONE TERZA 



SUL CONCETTO DI FUNZIONE ; OSSERVAZIONI E PROPOSIZIONI GENERALI, 



§. I. Definizioni. 

1 . Se una quantità variabile , reale o complessa , che diremo y , è legata ad 
un* altra quantità variabile reale o complessa x in guisa che ad un valore di x cor- 
rispondano entro certi limiti uno o più valori determinati per y, si dirà clic y è 
funzione di x 7iel senso più generale del vocabolo funzione ; e si scriverà 

y = /'(»). 

iSe una quantità variabile y reale o complessa è legata ad altre n quantità va- 
riabili reali o complesse 

per modo che a tutti i sistemi di valori di queste n variabili corrispondano entro 
certi limiti uno o più valori determinati per y, si dirà che y è funzione delle n 
variabili, aci , x^ j • . • , flc^ nel senso più generale del vocabolo funzione. 

2. Una funzione di una variabile x si dirà continua entro certi limiti di va- 
lori di X se preso un valore qualunque x^ entro quei limiti e un numero e piccolo 
ad arbitrio, sarà possibile trovare un tale intorno di Xq che per tutti i valori x' 
presi in questo intorno, sia in valore assoluto 

f(xf) - f{Xo) < e. 
Una funzione di n variabili 

y =^t \P^i > ^t 5 0^3 , . • . , Xfj 

si dirà continua entro un certo campo nella varietà rappresentata da Xf , Xa « •*• > ^« 
se preso un posto 

//y» 0. /y* ^0 /y> 0\ 
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entro questo campo e preso pure un numero e piccolo ad arbitrio, sarà possibile 
trovare un tale intorno del posto 

VO/f ì *Aji 9 «A/3 9 ... y a^n J 

che per tutti ì posti 

[Xq , X^ 9 ^3 9 * * • 9 *^n ) 

presi in questo intorno, sia in valore assoluto 

t \p^i 9 *^j 9 • • • » Xfg ) — / [Xi 5 flPj I • • • » *^n ) ^ ^• 

3. Se 2/ è una funzione di x nel senso generale della parola funzione . e se 
per un valore x^ di ac e per tutti i valori di h inferiori In valore assoluto ad un 
dato valore H ò possibile porre 

fiXo + /i) = /(aco) + /a? (Xo , h) 
dove 

9 

m 

9(a5o 9/1) 
rappresenta una funzione continua di h, cioè si può porre sotto la forma 

r(Xo) + v(Xo,/i) 
dove ora 9 (x„ , li) va a zero con h , talché 

(1) fiXo + h) = /•(Xo) + h r (Xo) + /i ? (Xo , h) 

si dirà che rC^Jo) è la donrafa di /"(x) per-x = Xo, e se la forraola (1) vale per 
tutti i valori di x compresi entro certi limiti, si dirà che la funzione f(x) ammelle 
una derivtila entro quei limiti. 

Si è creduto fino a questi ultimi tempi che Tesser continua bastasse ad una 
funzione per ammettere una derivata ; anzi in molti trattati di Calcolo differenziale si 
danno dimostrazioni del teorema: n Ogni funzione continua ammette una derivata n. 
Ma queste dimostrazioni ammettono tutte implicitamente qualche proprietà che Qon 
è contenuta nel concetto generale di funzione; e d'altronde bastano a rendere 
vana qualunque dimostrazione gli esempi molteplici di funzioni (quali si sono elTet- 
tivamente costruite in questi ultimi tempi) che sono continue in tutto un intervallo, 
ma in questo intervallo non ammettono una derivata in alcun punto. Fra le altre 
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si può citare ia funzione 



' ^^^ ' h 1-2.3. ..n 



che è continua e finita per tutti i valori reali di a; da - oo a + oo , e non ha mai 
derivata. 

Se j/ è una funzione delle n variabili x, , Xs > • • • • ^a > <^ se per un posto (x^) 
della varietà X| , or^ , . . . , x^^ e per tutti i valori delle quantità /i, , /I2 , . . . , A« 
minori in valore assoluto dei numeri positivi H| «H, , ... , H„, è possibile porre 

/(Xf + ilf , X2 + "2 » • • • » »^» "^ "fi) "" / ^\ > «^1 j • • • » «^n ) — 

~ M \*^i » »^2 » • • • J •^w ) "1 ^" li (X| > Xj , . . . ) X,| ) Aj + . . • 

n 
... + /|i\«^i » "^2 J ••• j X„ ) «n + Zi 9tv*^i » «^t t ••• > Xn 9 /(| /)} ... I^njf^i^ 

dove le f^ sono funzioni che vanno a zero con tutte le /i, la funzione f si dirà di/- 
fevenziabile per 11 posto (x) - (Xo), e le 

n > 1 1 » h j ' ' * f fn 
che si dinoteranno rispettivamente con 

df_ df^ df_ df_ 

5X| ' dxi * ^Xj ' ' dx^ 

si diranno le derivale parziali della funzione f rispetto alle variabili X|,Xt,...,a;K. 
Dall'essere una funzione di n variabili continua in un campo entro la varietà 
X, , X2 . ... , x^ , non risulta menomamente che essa sia difTerenziabile, e si hanno 
infatti esempi del contrario. 

§. II. Limile superiore ed inferiore dei valori di una fanzioìie (*). 

4. Sia y - f(x) una funzione della variabile reale x, ed abbia y un valore de- 
terminato per ogni valore di x compreso fra due limiti p e 9 ; si supponga inoltre 
1/, sempre finita in queir intervallo. I valori di y corrispondenti ai valori di x com- 



(*) Di questo e d'altri argomenti di eguale importanza e fin qui trascurati, tratta 
diffusamente la recente opera del chiar. prof. D ì n i Sulle furi eioni di variabile reale. 
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presi f ra p e 9 avranno un limile superiore L ed un limile inferiore X; e se questi 
valori L e X faranno parte dei valori di y (il che non avverrà sempre) L si dirà 
un massimo e X un minimo della funzione. 

5. Teorema. « Se L è il limite superiore dei valori della funzione y = f(x) 
(( corrispondenti ai valori di x compresi fra i due limiti p e g, vi sarà nell* inter- 
(( vallo q -p per lo meno un punto X avente la proprietà che il limite superiore 
« dei valori di y corrispondenti ai valori di x presi in qualunque intorno piccolo 
« quanto si vuole di X, sarà ancora L ». 

Dimostrazione. Sia a un numero intero, positivo e maggiore dell'unità., ar- 
bitrariamente scelto e si formi la serie 



1 2 

- - 

a a 



e r intervallo q - p sia compreso fra i due termini 



m • m -{■ n 

— ed 

a a 



di questa serie. Allora i valori di y che consideriamo corrisponderanno a valori di 
X cadenti negr intervalli 

m m ^ \ T)i -f 1 m -f 2 wi + n ~ 1 m + n 

a a a a a a 

In ciascuno di questi intervalli i valori di y avranno limiti superiori i quali 
non oltrepasseranno mai L, ed almeno in uno di questi intervalli il limite superiore 
dei valori di y sarà lo stesso numero L. Si indichi con 

^t r*i + 1 ^ . , 

■ [fx,] 



• • • 
a a 



il primo degr intervalli in cui il limite superiore dei valori di i/ è L. 
Si prenda poscia a considerare la serie 



1 



® ' a« •' a* ' a« * 



anche in questa vi sarà almeno un intervallo in cui il limite superiore dei valori 
VCL. xviii 32 
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corrispondenti di x sarà lo stesso numero L, e sia 

il primo di tali intervalli. Ora in tutto il tratto che precede ~ » e ^ , il limite 

superiore dei valori di y non giunge mai ad L, invece prima di -^ e di -^-j- 

il limite superiore dei valori di y, è certamente L, quindi sarà - 

0) ili<il4l , L.<!lL±i 

^ ^ a a* a* a 

da cui 

(2) a(A| < 1^2 +1 . f*2 < a(A| + cb 
onde, poiché queste diseguaglianze sono fra numeri interi, 

(3) all^ < (Aj , fx, -f 1 < afx, + a 

onde 

(4) ^<4 , !l4i<iil±i; 

il che significa che Tintervallo [r^s] è tutto entro [(a,]. In simil modo si definirebbe 
un intervallo [[^3] che si dimostrerebbe tutto entro [(^sli <^cc. , e le fonnole da (1) 
a (4) si generalizzano senza difficoltà. 

Si consideri ora il valore X definito da 

(5) 



— "1" 9 r _• r 



Anzitutto questo numero X è finito perchè essendo per le (3) e le (2) 

< f*^ - ait-n^y < a 
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tutti i termini della serie X saranno positivi e sarà 



X<!ii+ * 



a ^0-1' 

ossia 



(6) j:l<x<j:l + 



a — a a- 1 * 



Ha X è definito anche da 






onde si troverà analogamente 



0) -^<x<-^+-i, 



tt** ~ a" tt"-' a - 1 



e per essere per le (3) , 



t^n - af*n-« < tt - I , 



(8) ■^<X<^- 

a — a^ 

Si prenda ora un numero e pìccolo ad arbitrio ; si potrà sempre assumere ?i 
tanto grande che sia 

1 

e quindi T intervallo [fA„] cadrà tutto fra X — s ed X+e: ossia in qualunque in- 
tomo di X, piccolo quanto si vuole, il limite superiore dei valori di y sarà an- 
cora L, e. d. d. 

La stessa proposizione vàie anche per il limite inferiore. 

Se per a; = X il valore ài y h precisamente L, L si dirà un massimo della fun- 
zione : ma ciò non avviene necessariamente, ed il valore y = f(Ji) può essere di - 
verso da L. 

6. Si osservi che quando si sa che una quantità variabile ammette infiniti va- 
lori p. e. positivi e tutti inferiori ad un numero determinato M, non è lecito conchiu- 
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dere che questa quantità abbia un valore massimo; si può solo conchiudere che 
essa ha un limite superiore, eguale od inferiore ad H ; similmente se una quantiti 
variabile ha infiniti valori tutti superiori ad un numero determinato N, non si può 
asserire che essa avrà un minimo, ma solo un limite inferiore eguale o superiore 

ad N. 



§. III. Osservazioni sulla definizione del vocabolo funzione. 



1. Gli analisti usarono il vocabolo funzione in sensi diversi, né ad esso voca- 
bolo fecero sempre corrispondere un concetto ben definito. 

SMntese dapprima con funzione di x una potenza intera della lettera x ; più 
tardi (Leibnitz) s* intese con funzione di x un polinomio razionale intero in x; po- 
scia estendendo sempre* più il significato del vocabolo funzione, sì disse funzione 
delle quantità variabili x,y,z, ... qualunque espressione di calcolo fabbricata coi 
segni delle operazioni arilmeliche in numero finito o infinito portanti sulle va- 
riabili x,y.z... e su altre quantità costanti (numeriche o letterali). 

Tale definizione di funzione (Euler, La gran gè) fa dunque dipendere il con- 
cetto di variabililà da quello di dipendenza con legge aritmetica. 

Ma più tardi s'introdusse nella scienza un'altra definizione non appartenente 
esclusivamente alla dottrina dei numeri , e si disse funzione delle quanlilà 
x,y,z,... una quantità W che ammette uno o piii valori determinati per tulli 
i sistemi di valori di x,y,z compresi entro certi limili. (Bernoulli, Cau- 
chy, Dirichlet). La prima definizione condusse a questa in seguito all'applica- 
zione dell'Analisi alla Geometria, alla Fisica, alla Meccanica: si trovarono infatti 
dì frequente in Geometria, in Meccanica, ecc. due grandezze cosi legate fra loro 
che dato un valore dell'una, il valore corrispondente dell'altra se ne poteva de- 
durre con operazioni di Calcolo, cioè funzioni l'una dell'altra nel senso primitivo; 
e si fu quindi condotti naturalmente a dire funzioni una dell'altra due grandezze 
geometriche, meccaniche, ecc. tali che il valore dell'una fosse determinata dal va 
lore dell'altra ancLe se questa determinazione non si poteva fare per mezzo dì 
operazioni aritmetiche. 

L'una l'altra di queste due definizioni, ma più di frequente la seconda, si 
trovano riportate in quasi tutti i trattati ; ora né su V una né suU' altra si può fon- 
dare una Teorica delle Funzioni. 

Attenendosi alla prima definizione, si andrebbe incontro al seguente incon?e- 
niente. Le prime operazioni aritmetiche con cui si potrebbero costruire le funzioni, 
porterebbero naturalmente alla definizione di altre, cosi dall' addizione e dalla mol 
tiplicazione sì è condotto naturalmente a definire V esponente , e da questo la ra- 
dice ed il logaritmo. Ma non vi é ragione di arrestarsi a questi primi segni di ope- 
razioni ; e quindi si dovrebbe introdurre un nuovo simbolo ogni qualvolta essendo 



)( 253 )( 
espresso y in funzione di x 

y = nx) 

per roezzo dei segni precedenti, non riuscisse di esprimere x per y con gli stessi 
segni. Si sarebbe quindi obbligati, fin dal principio di uno studio delle funzioni, 
e per non introdurre arbitrariamente nuovi segni di operazioni in numero indefi- 
nito, di rispondere subito alla seguente domanda oltremodo complessa : c( Sarà pos- 
({ sibilo esprimere tutti gli enti analitici che s* introdurranno di mano in mano, e 
« necessariamente, nellanalisi, con segni di operazioni in numero finito o infinito, 
a ma appartenenti ad un limitato numero di specie? » 

Attenendosi invece all'altra definizione, se si immagina fra ce ed y una rela- 
zione di dipendenza soggetta alla sola condizione che dato un valore ad x ne con- 
segua un corrispondente valore per y , si trova che il legame cosi stabilito fra x 
ed 2/ è tanto vago ed indeterminato che è impossibile trovare qualche proprietà 
comune a tutte le funzioni. 

Ed infatti si vede che né adottando la prima definizione, nò attenendosi alla 
seconda, si potranno enunciare come generali ed applicabili a tutte le funzioni i 
teoremi del Calcolo differenziale : e le dimostrazioni date dell* esistenza della deri- 
vata per ogni funzione continua (e riprodotte anche in trattati recentissimi) am- 
mettono nel concetto di funzione qualche cosa di più che non sia contenuto nella 
pura definizione. 

Si osservi infine che in uno studio puramente analitico delle funzioni non è 
per nulla naturale rescindere i valori complessi delle variabili, in quanto che si è 
visto dall'introduzione aritmetica di questo sunto che i numeri complessi s'intro- 
ducono necessariamente nella scienza, al pari dei numeri frazionari o negativi e con 
un processo del tutto analogo. Di più, molte proprietà caratteristiche delle funzioni 
non si possono mettere in chiaro se si escludono i valori complessi delle variabili 
(cosi la proprietà dell'equazione 

y = tto + ai» -f OjX* + . . . + a^x" 

di dare n valori di x per ogni valore di y ; la relazione 

c** = cosae + isenx 

che lega le funzioni circolari all'esponenziale e dimostra non essere tali funzioni 
diverse, come si potrebbe credere dalle definizioni che se ne danno negli elementi; 
la doppia periodicità delle funzioni ellittiche, ecc.). 

Per queste ragioni, le varie classi di funzioni che si sono prese ad esaminare 
più specialmente in questi ultimi anni, e che perdono ogni significato per valori 
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complessi della yariabile, come p. e. 



GO 

Z^ — —^ — , 16**cos(a"ac), ecc. 








non saranno da noi considerate come vere funzioni analUiche^ ma solo come ca- 
si limiti di quelle. 

Una Teorica delle Funzioni non si potrà quindi fondare se non si limita in 
qualche modo le classi di funzioni per le quali si vogliono dare proprietà comuni. 
Noi diremo Funzioni AnalUiclie quelle che formeranno F oggetto di questa teorica, 
e che dovranno ammettere le due proprietà essenuàli : di avere valori determinati 
non solo per valori reali, ma anche per valori complessi delle variabili, e di godere 
di tutte le proprietà che nei Trattati di Calcolo si davano come comuni a tutte le 
funzioni. Ma la definizione rigorosa di queste Funzioni Analiliche non si può sta- 
bilire a priori^ e converrà invece attenersi al seguente procedimento: 

S'incomincerà collo studiare le proprietà delle funzioni formate colle opera- 
zioni dirette più semplici dell' aritmetica (addizioni e moltiplicazioni) in numero fi- 
nito : poscia si passerà a funzioni che si presenteranno come una prima generaliz- 
zazione di quelle, e saranno formate colle stesse operazioni in numero infinito: 
indi combineremo alla lor volta un numero finito o infinito di volte le funzioni for- 
mate con simiU espressioni, e giungeremo a trovare quale proprietà fondamentale 
e caratteristica delle funzioni analitiche lo sviluppo in serie di potenze o sviluppo 
del Taylor. 

{continua) 
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I CIRCOLI NELLA GEOMETRIA NON EUCLIDEA 



PEB 



ETTORE RICORDI 



Nella presente nota mi propongo di esporre con considerazioni geometriche 
alcune proprietà dei circoli nella geometria non euclidea, ed in special modo al- 
cuni teoremi dovuti al eh. Prof. Battaglini, e da esso dimostrati per via pura- 
mente analitica. 

I. 

1. Nella geometria non euclidea il luogo dei punti, che equidistano da un punto 
dato è una conica bitangente all'assoluto (luogo dei punti air infinito del piano). 

Questo luogo si chiama circolo e se ne dice centro il punto dato, asse la po- 
lare del centro rispetto all'assoluto cioè la retta congiungente i punti di contatto 
coir assoluto. 

Nella geometria non euclidea il circolo si può definire in modo correlativo come 
rinviluppo delle rette, che fanno con una retta (l'asse) un angolo costante (*). 

2. « La iangenle ad un circolo è normale al raggio che va al punto di 
a conlatlo (**) m. 

Sia U l'assoluto ed U' un cerchio di centro C e di asse e. 

Suir asse e abbiamo la stessa involuzione dei punti coniugati rispetto alle due 
coniche. Il polo di una retta r passante per il centro è quindi su e, e in esso 
concorrono /^fj? tangenti ad U' nei punti d'incontro con r. Sono dunque t^t2 ri- 
spettivamente coniugate ad r e però normali ad essa. 

3. Se (f e ^2 sono le due tangenti ai due circoli U| , U^ in un loro punto co- 



(*) Cfr. Klein Ueber die sogenante Nichi Euklidische Geometrie. Math. Annaien 
Band. IV. Pag. 599-600. 

(**) De Paoli s. La trasformazione piana doppia di second' ordine. R. Acc. 
dei Lincei 1877-78. 
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mune ed r^ ed r, sono i rispettivi raggi, che vanno a quel punto, e con /\{ab) si 
indica 1* angolo (inteso nel senso della geometrìa non euclidea delle due rette a,5, 
evidentemente 

A(rt r^) = /\(r, t,) + A(^i r^) = /\{u ^) + A^i U) = A(^ '»)• 

Dunque 

(( r angolo dei due raggi, che vanno ad un punto comune a due circoli, è 
)} uguale a quello delle due tangenti rispettive in quel punto a, 

4. Consideriamo i circoli passanti per due punti A e B. 

Siano P, e Pj i punti ali* infinito della retta AB. Sia k il polo di AB rispetto 
all'assoluto U: e indichiamo con I ed L i punti doppi del r involuzione determinata 
dalle due coppie A,B , Pi Pa , cioè ì punti di mezzo del segmento AB (*). Rispetto 
ad U e a ciascuno dei circoli da costruire sono I ed L coniugati. Ha di due punti 
coniugati rispetto a due coniche bitangenti uno (almeno) giace sulla corda di con- 
tatto. Adunque gU assi dei circoli, che cerchiamo, passano per I o per L e i loro 
centri rispettivamente sono sulla retta LK o IK. Queste due rette LK,IK sono nor- 
mali ad AB. 

Potremo quindi enunciare il teorema (**). 

(( / circoli non euclidei che passano per due punti costituiscono due sistemi 
» semplicemente infiniti. Il luogo dei loro centri è formalo da due rette, una per 
» ciascun sistema : le quali tagliano ortogonalmente la retta che congiunge i 
lì punti dati, e passano per ì punti di mezzo del segmento determinato da essi, 
)) L inviluppo degli assi di questi circoli ò formato dai detti due punti di mezzo. 

E qui si osservi che le tangenti in A, B ad un circolo di cui Tasse passa per 
esempio per L concorrono in un punto della retta IK, giacché questo punto ed L 
sono coniugati rispetto al circolo stesso. 

5. Correlativamente : 

« / circoli che toccano due rette date formano due sistemi semplicemente in- 
» finiti. L* inviluppo dei loro assi è formalo da due punti uno per ciascun si- 
li stema e le rette che li congiungono col punto comune alle due rette sono le 
» bisettrici del loro angolo. Il luogo dei centri di questi circoli è formalo dalle 
}} due nominate bisettrici )). 



O Giacché se le distanze AX , X6 sono eguali debbono essere egoali i rapporti 
anarmonici (AX P|Pt) > (^B PiPs) cioè dev'essere 

(AXP,P,) = (XBP.P,). 

(•*) P n e e 1 e t. Tratte dcs propriétés prqjeciives des figures. Tome 1 N. 413, p. 220. 
De Paoli 8. L. e. p. 4. 
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6. Per due punti passano quattro circoli di raggio infinito, due dell* uno, due 
deir altro dei sistemi del n. i ed hanno per centri i punti di contatto delle tan- 
genti per L ed I all'assoluto, e per assi le tangenti stesse. 

I circoli di raggio infinito furono chiamati da Lobatschewsky ort'cicli (*) 
e dal Boi y ai cwrue limili (••). 

7. Se l'assoluto degenera in due punti immaginari coniugati I^ I^ , uno dei 
punti di mezzo del segmento AB va air infinito : è cioè il punto d* incontro della 
retta AB colla I, I,. Allora uno dei due sistemi di circoli passanti per A e B, do- 
vendo avere i centri sulla normale ad AB nel punto ali* infinito (la quale è la retta 
all'infinito stessa) degenera nella If I, e nella retta AB. 

Nella stessa ipotesi il teorema del n. 6 resta inalterato. 

8. Sieno A, A, A., tre dati punti. La perpendicolare al segmento Af A^ in un 
suo punto di mezzo incontra quella al segmento A, A3 in un suo punto di mezzo 
nel centro di un circolo passante per i tre dati punti A, A^Aj (n. 4), e però per 
quel centro deve passare altresì la perpendicolare ad A^A, in un suo punto di 
mezzo (n. 3). Onde le normali ai segmenti A, A, , Af A3, A2 A3 nei loro punti di 
mezzo danno quattro punti in ciascuno dei quali concorrono tre di esse , e si ha 
il teorema (***). 

a Esistono quaUro circoW, che passano per tre punti dati ». 

9. Correlativamente : 
« Esistono quattro circoli che toccano tre rette date ». 

10. Sìa r una retta data arbitrariamente : preso su di essa un punto x per 
due punti qualunque AB ed x passano (n. 8) quattro circoli che colle loro inter- 
sezioni segnano sulla r quattro punti y : viceversa , preso un punto y , si hanno 
quattro punti x e otto volte un punto a; coinciderà con un punto y, È chiaro che 
quattro di essi cadono nel punto d'incontro della retta AB colla r. Dunque (****). 

e Quattro cireoli passano per due punti e toccano una retta data ». 

1 i . Correlativamente : 

a Quattro circoli toccano due rette e passano per un punto ». 

12. « Esistono quattro circoli aventi i loro assi paralleli ad una retta data 
a e passanti per due puMi ». 

I quattro circoli saranno quelli che hanno per assi la congiungente dei punti 
di mezzo del segmento determinato dai due punti (n. 4) coi punti all'infinito della 
retta data. 



(•; Fangeometria. Vedi trad. italiana del Prof. Buttaglini, Voi. V di questo 
Giornale pag. 273. 

(**) Bolyai. Sulla scienza dello spazio assolutamente vera. Versione in italiano 
del Prof. Battagliai, Voi. VI di questo Giornale, pag. 97. 

(♦♦•) Cfr. De Paolis 1. e. n. 13. 

(••**) Chasles. Traile des sedions coniques, p. 854. 

VOL. XVIII. 
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13. « Due corde comuni a due circoli U' ed U" possano pel punto d'incontro 
» degli OSSI e sono coniugale armoniche rispello agli assi stessi ». 

Il punto comune ai due assi c^ c^ di U, ed U, ha la stessa polare rispetto ad 
U ed U| e rispetto ad U ed Uj e quindi rispetto ad U, ed U,. Il punto c,c, è d::n- 
que il punto di concorso di due corde comuni r, ?\.. Inoltre se si considera il fa- 
scio di circoli aventi lo stesso asse e, (p. e.) le corde Vtr^ descrivono manifesta- 
mente una involuzione di cui sono e, Cj raggi doppi. Quindi le rette r^r^ e, rifor- 
mano gruppo armonico (*). 

14. Correlativamente: 

« Due punti d^ intersezione di due coppie di tangenti comuni a due circoli 
» giacciono sulla congiungente i loro centri e sono coniugati armonici ai cm- 
)ì tri stessi ». 

15. Chiameremo assi radicali di due circoli le corde comuni che passano pel 
punto <li concorso degli assi. 

Cliiameremo centri di similitudine di due circoli i punti di concorso delle tan- 
genti comuni che giacciono sulla congiungente i centri (••). 

16. Si considerino i circoli che passano per due punti A e B e sia C un punto 
arbitrario della retta AB. Ogni retta per C contiene quattro punti M di contatto 
con quattro dei suddetti circoli (n. lu). Al variare della retta intorno a C si ge- 
nera quindi una linea del quart* ordine che si spezza necessariamente in due co- 
niche : runa luogo dei punti di contatto dei circoli dell'uno, l'altra dei circoli del- 
r altro dei sistemi del n. 4. 

Un punto D comune all'assoluto e ad una di queste due coniche deve essere 
di contatto fra la retta CD e un circolo passante per D, il qual circolo tocca in D 
l'assoluto, dunque ciascuna di quelle due coniche non può avere a comune coll'as- 
soluto che i punti di contatto delle tangenti condotte ad esso da C ; e però quelle 
coniche sono due cireoh di centro C. 

Quando si considerino due soli circoli UiU, dello stesso sistema può enunciarsi 
il teorema (*•*). 

« Se da un punto C di un asse radicale di due circoli si conducono le tan- 
» genti ai circoli stessi i quattro punti di contatto sono su due circoli di centro G b. 

n. Reciprocamente: 

« Stano U' U" due circoli e le tangenti condotte per un punto I ad U' ed U" 
» abbiano i punti di contatto sopra un terzo circolo U'" di centro 1, per I pos- 
)) sera un asse radicale comune ad W ed U" (*••*) ». 



(*) Chasles 1. e. p. 889. 
(••) Cfr. De Paoli 8 1. e. n. 15. 
(♦•♦) Chasles 1. e. n. 500. 
(••••) Cfr. Chasles 1. e. n. 501. 
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Premettasi alla dimostrazione di questo teorema 1* osservazione seguente : 
Sia (U") uno dei sistemi di circoli che passano per due punti A, A', (n. 4), si 
considerino gli assi radicali di ogni circolo del sistema (U") e di un circolo fisso 
U' dato comunque; di tali assi tic passano due (od uno) per ogni punto arbi- 
trario I. 

Iiiratti un punto X di lì' dà una retta XI che sega ulteriormente U' in un 
punto Z pel quale passano due circoli pel sistema (U"}* Le due rette congiungenti 
Z coi due punti, in cui gli assi di questi due circoli incontrano Tasse di U', sono 
due dei sopradetti assi radicali e tagliano U' in due nuovi punti Y. Viceversa dato- 
un punto Y , per esso passano due circoli , di cui gli assi segano Tasse di U' in 
due punti che, congiunti con Y, danno due punti Z e però si ottengono due punti 
X Si ha dunque fra i punti X Y una corrispondenza [2,2] e però quattro punti 
uniti, ehe danno manifestamente due assi radicali (che possono anche coincidere) 
passanti per I. 

Ciò premesso, sieno A, , k\ ; Aj , A'^ rispettivamente i punti di contatto delle 
tangenti per I ad U' , U ' e quei punti giacciano sopra un circolo U"' di centro I, 
il quale (n. 4) apparterrà ad un medesimo sistema con ciascuno dei circoli U',U". 
Per la precedente osservazione, possiamo considerare un circolo U*^ passante per 
Aj A'j , dello stesso sistema di U" e che ha con U' un asse radicale passante per 
I. Le tangenti ai cerchi U' ed U^^ condotte per I saranno su un circolo (n. 16) che 
non potrà differire da U'", avendo lo stesso centro e quindi lo stesso asse, e inoltre 
avendo a comune con U" i due punti A, A\. Ora U'" ed U'^ passano per A^ ed A'j 
dunque LA^ » lA'j sono le tangenti di U^'^ condotte per I e U»^ coincide con U" dun- 
que U' ed U" hanno un asse radicale comune passante per L 

18. Dati tre circoli U^ UaU,, siano t,,,^ i\t gli assi radicali comuni ad U,. ed U,. 
Dal punto, {t^^ , (^3) conduciamo le tangenti ad U| ed U2 i loro punti di contatto sono 
su un cerchio di centro (/,( , ^,3). Cosi i punti di contatto delle tangenti condotte 
da questo punto ad U^ ed U3 sono su un cerchio, il quale non può differire dal 
primo, avendo lo stesso centro e due punti comuni. Adunque il punto {l^x » Wù ^ 
centro di un cerchio che passa per i punti di contatto delle tangenti condotte da 
esso ai circoli U^ U3 : per conseguenza uno degli assi radicali di questi circoli 
passerà per il punto (iis ^13). Cosi dicasi degli altri punti (^2^'i3))(^\s^s)»(^'i2^'i3)- 
Po>siamo quindi enunciare il teorema (*) : 

« Dati tre circoli l]^ Uj U3 , i sèi ossi radicali di questi circoli concorrono tre 
» a tre in quattro punii (centri radicali). In ogni centro radicale concorre un o^sc 
» radicale di ciascuna delle coppi"/ di circoli (U, U,) , (U, [J3) , (UJU3) ». 

19. Correlativamente : 

« Dati tre circoli UfUsUs , i sei centri di similitudine sono tre a tre su quattro 



O Gfr. Cbasles 1. e. n. 502. 
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» rette (assi di similitudine). Su ogni asse di similitudine giace un centro di simili- 
» tudine delle coppie (U, U,) , (U» U,) , (UjU,) ». 

20. Come caso particolare del teorema del n. 18 si ha: 

« Se un circolo U, tocca due circoli UjUj , le due langenli nei punti di con- 
» tallo concorrono in un punto di uno degli aSBi radicali di U| U^ ». 

2 1 . Correlativamente : 

« Se un circolo U3 tocca i due circoli U| , Uj, le congiungenli i punii di con- 
ti tallo passano per uno dei centri di similUadine comuni ad Ut ed U^ ». 

22. Se Tassoluto degenera in due punti immaginari f, ,t2« uno dei due assi 
radicali comuui ai due circoli U' e I U" cadrà nella congiungente i, tj l'aHro sarà 
l'altra corda comune ad U' ed U" : mentre invece i centri di similitudine comuni 
ad U' ed U" si mantengono a distanza finita e sono sempre allineati sulla con- 
giungente i centri. 

Dai teoremi dei numeri 18 e 19 risultano quindi come casi particolari i noti 
teoremi della geometria euclidea : 

« Dati tre circoli, considerandoli due a due, si hann^ì tre assi radicali che 
B concorrono in un punto detto centro radicale ». 

« Dati tre circoli, i centri di similitudine sono a tre a Ire allineali su tre 
» rette dette assi di similitudine ». 

II. 

^3. Date tre coniche U U' U" situate nel medesimo piano e detti Pi p, Ps p^ i 
punti d'intersezione di due di esse U' U", sieno t'^l'\ le tangenti rispettivamente 
alle coniche U' U" nel punto p,- e T'< T"< le tangenti condotte da p^ alla U. Diremo 
col Prof. Battagli ni (•) rapporto anarmonico sezionale delle coniche V ed D" ri- 
spello ad V il rapporto anarmonico delle quattro tangenti t'< . t"< , T'< , T"< prese 
nell'ordine nel quale sono scritte. 

24. Correlativamente chiameremo rapporto anarmonico tangenziale delle due 
coniche U' U" rispetto ad U il rapporto anarmonico dei due punti II', II", in cui 
la tangente 0, comune ad U' ed U" incontra V ai due punti n\ ic", ai coìUalio di 
0, con U' ed U" rispettivamente. I quattro punti devono intendersi presi neir or- 
dine Ti'< Tt"i n'< n'v 

25. In generale i rapporti sezionali saranno diversi per ciascuno dei punti Pi, 
come i tangenziali per ciascuna delle tangenti 0,. 

Se 

(V, t'\ T, r,) = ~ 1 

le due i'iV'i sono coniugate rispetto ad U. 



(*) Sul rapporto anarmonico se0ionaile e tangenziale delle coniche. B. Acc. dei 
Lincei, Aprile 1873. Giornale di Matematiche Voi. XII p. 198. 
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Se 

(('< t"< T',. Ti) = (l'i i"i T'< T"<) = 00 

una delle T'^ T", coiaciderà con una delle t'< ('V 
Finalmente se 

((', 1", T', T",) = 1 

sarà T', = T"^ ciò che non può essere se non quando U passa per p^. 

26. Consideriamo in particolare il caso in cui le coniche UU' ed U" abbiano 
un triangolo coniugato comune. 

Conduciamo da pi le due tangenti T'^ T"< alla U e siano U'" ed U*^ le coniche 
del fascio U' U" tangenti a T'< T'V Alle otto tangenti ad U'" «d U"^ nei punti base 
Pj del fascio (*) è inscrittibile una conica, che, avendo con U lo stesso triangolo 
diagonale e due tangenti T'^ T'^ comuni, coincide con U. Per conseguenza il rapporto 
anarraonico sezionale è in ciascun punto Pj il rapporto anarmonìco delle quattro 
coniche U' , U" , U"' , M^. Adunque (••) : 

(( Uxke coniche U' ed U" hanno lo slesso rapporto anarmonico sezionale nei 
» quattro punti comuni rispetto ad una cornea U, che ha con U' ed U" lo stesso 
B triangolo coniugato comune ». 

27. Correlativamente: 

(T Due coniche W ed U" hanno lo stesso rapporto anarmonico tangenziale 
u lungo le quattro tangenti comuni 0,- rispetto ad una conica U, che ha con V ed 
n \J" lì stesso triangolo coniugato comune. ». 

28. Date due coniche U' U" esistono inflnite coniche U rispetto alle quali quelle 
hanno nei loro punti p^ d* intersezione lo stesso rapporto anarmonico sezionale dato. 

Due coniche U'"II»^ del fascio U'U", che formano con U' ed U" un rapporto 
anarmonico eguale al rapporto anarmonico sezionale dato, hanno le loro tangenti 
nei punti P| , le quali toccano una conica U. Questa può anche considerarsi come 
inviluppo delle rette che tagliano U"' ed U'^ in coppie di punti separate armonica- 
mente (•••). Le U'"U*'' descrivono due fasci proiettivi sovrapposti di cui sonoU'U" 
gli elementi uniti. 

29. Determiniamo il numero delle coniche U, che passano per un punto, ri- 
spetto alle quali due coniche U' , U" hanno nei loro punti d* intersezione Pj lo stesso 
rapporto anarmonico sezionale h e ricerchiamo pure il numero di queste coniche, 



O Cremona. Oeometria projeUiva n. 198. 
(^ Battaglinì 1. e. n. 2. 
(♦••) Battaglini 1. e. n. 2. 
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che toccano una retta data : o in altre parole ricerchiamo le caratteristiche della 
serie delle coniche U. 

Le coniche U, essendo coniugate ad un medesimo triangolo, se passano per un 
punto Q passano per altri tre punti, cioè formano un fascio F. Una retta x arbi- 
traria, condotta per un punto p,- è toccata da due coniche del fascio F. Sieno T, d 
le tangenti a queste due coniche condotte dal punto p^ e siano U , U , le due co- 

niche del fascio U' U" tangenti rispettivamente a l\ (",. Si considerino le due coni- 
che U , U ,, dello stesso fascio (U' , U"), per le quali sia 

ViVi 

(U'U"U U ) = R 

' t Vi 



M 



(U' U ' U U ) = R 

* < Vi 



e si indichino con t/', y'\ le tangenti per p^ ad U , U „ rispettivamente. In tal 

Vi Vi 

modo ad una retta x corrispondono due rette 2/i e reciprocamente ad una y, cor- 
risponderanno due x^. Tra le rette ce, , y^ esiste dunque una corrispondenza [2 , 2] 
con quattro clementi uniti. Evidentemente quando una retta x^ coincide con una 
tangente y^ si ha una delle coniche cercate (n. 28). 

Sia ora m una retta arbitraria. Le coniche U che toccano m sono tangenti a 
tre altre, cioè formano una schiera. Di esse una toccherà quindi una retta x, ar- 
bitraria per Pj. Essendo 0^- Taltra tangente per p^ a questa conica, si consideri la 
conica U del fascio (U' U") tangente in p,- -a 0^ e si costruisca U in modo che 







i 



Vi 



(U' U" U U ) = R 

^i Vi 



e sia y^ la tangente alla U in p^-. Si ottiene fra x^ e yi una corrispondenza [1,1] 

Vi 

e però due elementi uniti, ossia vi sono due sole coniche che sod^lisfano al pro- 
blema. Dunque (*) 

a Le coniche U, rispclto alle quali due date coniche U' ed U" hanno uno 
il stesso rapporto anarmoniro sezionale dato nei quattro punti comuni, cosliiui- 
a scono una serie infinita di caratteristiche [4,2] ». 

30. Consideriamo alcuni casi speciali. 

Supponiamo dapprima che la conica U sia inscritta nel quadrilatero completo 
formato dalle quattro tangenti comuni ad U' ed U". Il rapporto sezionale in uo 
punto Pi comune ad U' U" è armonico ; giacché le due tangenti in p^ sono gli eie- 
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menti doppi dell* involuzione formata dalle tangenti condotte da p^ a tutte le co- 
niche della schiera determinata da U' ed U". Le caratteristiclio della serio dello 
coniche U sono in questo caso [2 , 1]. 

Cosi pure sarà eguale in tutti i quattro punti Pi il rapporto anarnionico so* 
zionale se la conica U è inscritta al quadrilatero formato dalle tangenti comuni ad 
ly e alla conica inviluppo delle rette che segano U' ed U' in coppie di punti con- 
iugati armonicamente. Allora il rapporto sezionale sarà o zero o inflnlto (n. 25) 
e le caratteristiche delle serie delle U saranno [2.1]. 

Finalmente il rapporto sezionale sarà 1* unità se le coniche U saranno circo- 
scritte al quadrangolo PiViVslh ^ '^ caratteristiche della serie saranno [1 ,21. 

31. Il Prof. Battaglini conclude la nota citata enunciando il teorema: 

« Se un pulito P ed una retta p sono polo e / o!arc rinpetto a Ire coniche IJ U' U", 
a le coniche U' U" si taglieranno to:*o lo stesso rapporto (inarmonico rlspcUo ad 
f( U in due punti e saranno pure egvali i rapporti sezionali ncjjli altri due punti 
K d' intersezione. I rapporti anarmonici sezionali sono eguali in quei punti le 
'X cui congiungenti passano pel punto P «. 

Dimostro geometricamente questo teorema nel modo seguente : 

Siano f,' //' le tangenti alle coniclic U' ed U" rispettivamente condotte nel 
punto p, comune ad U' ed U". Le t^ costituiscono un quadrilatero completo , che 
ha lo stesso trilatero diagonale (il trilatero coniugato comune ad V/ ed li") del 
quadrilatero formato dalle [",. 

Formiamo il quadrilatero f^ i\ i"^ i'\ ; esso avrà per diagonali la retta p^ p^ 
e la congiungente i punti {t*^i*^) , (<'V ^V' ^'*^ '* '^"^^^ ""^ diagonale dei quadri» 
lateri formati dalle i\ e t*\- La terza di'tigonale cioè la congiungente ì punti (^*fi"Jf 
(t!\ t'g) dovrà incontrare la diagonale p^ p^ in un punto, che deve essi^re C4>niugato 
armonico, rispetto ai punti p^ e jj, , del punto d'incontro della (prP^) <^"^ <^^^W' 
giungente i punti (t\^C\)A^'ri'^) e quin li dev'essere il punto d'incontro della 
{Vr-ìPq) ^oWò, {pi^p^)' cioè dev'es'-ere il vertice opposti alla congìungeute i punti 
(t'f, i'^) , (r^ f'^i nel triangolo diagonale comune ai due quadrilateri delle t^ e t^\. 
U quadrilatero /^ ^'V ^\ ^"^ b^ dunque un vertice ^quello per cui passa p^ j/j * *• 
lato opposto comuni eoi due quadrilateri formati dalle tangenti nei quattro punti 
d* intersezione di U' U". 

Siano X e or un vertice e il lato oj»posto del triangolo coniugato comune ad U' ed 
li" ; ed r sia una tena conica, che ha \ e x pftr polo e reità polare. h>iano p^^py due 
dei punti comuni ad C ed U' allineati con X, e conduciamo le tangenti C^t'^^ 
t'gi'^, rispettivamente alle l" ed l" nei punti p^ e p^. Allora coutideriaiuo le 
due serie di coniche, delle quali quelle della prima soddisfano alla coudizioue di 
essere tangenti alle f^i'^^ nei i^unti p^Px'^ n^^ntre qu*::Jle della seconda toccano 
Vi^"» negD stessi punti p^^py- Costruiamo cosi due fasci di cc»uiche ; quelle del 
primo fa^io toccano jueì punti p^ e py la L\ quelle del becoudo toccano U*' Begli 
stessi puDtì. I^icasi ? una conica qualunque del primo fa«cio e ^ una qualuuqiie 
del secondo. 
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Siccome per T osservazione precedente la retta a? è la congiungente i punti 
(^ X » ^V) ('' X ♦ ^' xO rispetto a tutte le coniche 9 e «p, X è il polo della retta x. 

Ne segue che il triangolo T, che ha un vertice in X e la base sopra x (cioè 
gli altri due vertici sopra x) è coniugato ad una conica f e ad una (j/. Infatti i| 
quadrangolo unico, che ha un vertice in p^ e T per triangolo diagonale, ha un al- 
tro vertice in p^ , perchè p, e ;v sono allineati con X e armonici rispetto a p^j 
e p^'. Chiamiamo Qx Qx' ?^* ^'^ri due vertici. Una conica 9 che passa per q^ deve 
passare per q^^,' , perchè q^. q^ sono allineati con X e armonici rispetto ad x e X, 
ed è X polo di x rispetto alla 9. Lo stesso dicasi per la ò. 

Prendasi un triangolo T coniugato rispetto alla conica U e sieno 9, ò^ le due 
coniche rispetto alle quali T è pure coniugato. Nei due punti Pa-p'^; le coniche 9,^» 
hanno rispetto ad U lo stesso rapporto anarmonìco sezionale : ma in quei punti il 
loro rapporto anarmonict» sezionale è quello stesso delle U',U". Il teorema è quindi 
dimostrato, osservando che la conclusione precedente vale anche per gli altri due 
punti p'^ y'y comune alle due coniche U U' e allineati con X. 

É da notarsi ehe il rapporto anarmonico sezionale nei punti Pj^p^^' è certa- 
mente diverso da quello nei punii p'^jp'aj' non avendo le coniche U'jU" ed (J un 
triangolo coniugato comune. 

32. Correlativamente : 

« Allorché Ire coniche U U' U" hamìo la slessa velia polare di un dato punlo 
» due dellv tangenli comuni a due di esse U'U" sono tagliale dalla terza U t» 
» punti che formano due rapporti anarmonici tangenziali eguali e così per te 
» aXlre due tangenti. Il rapporto anarmonico tangenziale è uguale su quelle tan- 
» genti die concorrono sulla polare comune ». 

33. Supponiamo che U sia l'assohito del piano non euclideo, allora il logaritmo 
del rapporto anarmonico sezionale di due coniche U' U" rispetto ad U, moltiplicato 
per una costante definisce l'angolo delle due coniche. 

Correlativamente il logaritmo del rapporto anarmonico tangenziale di due co- 
niche U' ed lì" rispetto ad U moltiplicato per una costante definisce la lungheua 
di una tangente. 

34. Se V ed \]" sono due circoli pel teorema del n. 13 (osservando che se 
due coniche sono bitangenti ad una terza, il punto comune alle corde di contatto 
ha la stessa retta polare rispetto alle tre coniche), si ha che (*) : 

a Due circoli si tagliano sotto uno stesso angolo in due punti e sotto lo stesso 
» angolo negli altri due. I due punti nei quali i due circoli si tagliano sotto uno 
» sfesso angolo sono su uno stesso asse radicale ». 



(*) Battaglini. Sui circoli della geometria nofh^uclidea B. Acc. dei Lincei 
1878, e voi. XII di questo Giornale pag. 218. 
De Paolis 1. e. pag. 17. 
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35. Correlativamente: 

« Due delle tangenti comuni a due circoli sono eguali e le altre due sono 
j) pure egziali fra di loro. Due tangenti eguali concorrono in un centro di si- 
» militudine ». 

36. Se Fassoluto degenera nei due punti iinmaginarii coniugati i^i^ si hanno 
i noti teoremi della geometria euclidea. 



m. 



37. Siano U ed TI' due coniche situate in uno stesso piano: 

Chiamo rapporto anarmonico sezionale di una retta v e di una conica U' ri- 
spetto ad U il rapporto anarmonico delia r della tangente ad U' in uno dei due 
punii in cui è segata da v e delle due tangenti condotte da questo punto alla U. 

Correlativamente chiamo rapporto anarmonico tangenziale di un punto R di 
una cornea U' rispetto ad U il rapporto anarmonico del punto R e del pttn^o dì 
contatto di una delle tangenti per R ad U' e dei due punti dHncoìitro della tan- 
gente stessa colla U. 

38. In generale il rapporto anarmonico sezionale di una retta r e di una co. 
nica U' rispetto ad U sarà diflerente nei due punti d'intersezione della r colla U'. 

Un punto R qualunque è vertice di un quadrangolo completo, che ha per trian- 
golo diagonale il triangolo coniugato comune ad U ed U'. I due lati concorrenti in 
R costituiscono una conica degenere, che ha con U ed U' uno stesso triangolo con- 
iugato comune e però (n. 26) quei due lati segano U' in punti ne' quali si Ita lo 
stesso rapporto anarmonico sezionale. 

39. Sia U r assoluto U' un circolo ed r una retta arbitraria. L'asse del cir- 
colo taglia r in un punto À vertice di un triangolo coniugato comune ad U , U'. Ti- 
rando per A una retta r^ coniugata armonica dì r rispetto ai due lati del triangolo 
concorrenti in A, il triangolo è pure coniugato rispetto al sistema delle due rette 
'* 9 ^1 ; epperò (n. 26) il rapporto anarmonico sezionale nei punti in cui r incontra 
U' ha lo stesso valore cioè : 

« Una retta arbitraria taglia un circolo in due punti sotto lo stesso angolo ». 

40. Correlativamente : 

a Le tangenti condotte da un punto arbitrario ad un circolo sono eguali ». 

41. QuaVè la classe dell'inviluppo Y delle rette che segano una conica U' ri- 
spetto ad U sotto un dato rapporto anarmonico sezionale? 

Una tangente comune ad U'V (essendo il rapporto anarmonico sezionale dato 
diverso da zero) deve essere manifestamente tangente ad U e reciprocamente. 

Adunque : 

(( Le rette, che tagliano una data conica U' in un punto n^peUo ad una co- 
a nica U sotto lo stesso rapporto anarmonico sezionale inviluppano una conica 
» Y appartenente alla schiera determinala dalla U ed U' ». 

voL. XVIII 34 
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Od anche se U e l'assoluto del piano non euclideo. 

« L" inviluppo delle rette che tagliano in un punto una data conica sotto 
» un dato angolo è una conica appartenente alla schiera determinata dalla 
» conica data e dalV assoluto , 

42. In particolare se U' è un circolo (n. 39). 

« U inviluppo delle rette che tagliano un dato circolo sotto un dato an- 
» golo è un circolo concentrico al circolo dato ». 
Identicamente pel piano euclideo. 

43. Correlativamente : 

« Il luogo geometrico dei punti che hanno con U' rispetto ad una conica 
m V un rapporto anarmonico tangenziale costante è una conica appartenente 
» al fascio UU' ». 

Ed anche se U è l'assoluto del piano euclideo 

II luogo geometrico degli estremi delle tangenti di lunghezza costante, 
)) condotte ad una conica U', è una conica appartenente al fascio determi- 
» nato da V e deir assoluto ». 

Dal quale come caso particolare. 

({ Il luogo geometrico delle estremità delle tangenti ad un circolo di lun- 
» ghezza data è un circolo concentrico al circolo dato ». 

44. Notiamo che, se il valore del rapporto anarmonico sezionale dato fosse Fìn- 
finito« la Y coinciderebbe colla U; mentre se il rapporto anarmonico sezionale fosse 
r unità la Y coinciderebbe colla U'. 

Faremo ancora notare che la conica Y taglia U' in quattro punti sotto un rap- 
porto anarmonico sezionale rispetto ad U eguale al rappoi*to anarmonico dato* 

45. Sia Y' una conica qualunque della schiera determinata da due coniche UU'. 

La V ha colle U ed 0' un triangolo coniugato comune e quindi taglia la U' ri- 
spetto ad U sotto uno stesso rapporto anarmonico sezionale (n. 26) nei quattro 
punti che essa ha comuni colla U'. 

Sia Y rinviluppo delle rette che tagliano U' rispetto ad D sotto un rapporto 
anarmonico sezionale eguale al rapporto anarmonico sezionale di V' ed U' rispetto 
ad U. Questa conica Y apparterrà alla schiera determinata da U ed U' e sarà an 
cora inscritta al quadrilatero formato dalle tangenti alla Y' nei quattro punti che 
essa ha a comune colla U', e quindi, avendo otto tangenti comuni colla Y' , coin- 
cide con essa. 

Abbiamo dunque il teorema: 

« Essendo U , U' , U" tre coniche ad arbitrio di una schiera, il rapporto 
» anarmonico sezionale di U' (o U") e di una tangente di U" (o di IT') rispetto 
» ad U {in uno dei punti d* incontro di quella tangente con U') è costante ed 
» eguale al rapporto anarmonico sezionale delle coniche U' U" rispetto (W? U n. 

46. Correlativamente : 

« Essendo U U' U" tre coniche ad arbitrio di un fascio, il rapporto amf^ 
» monico tangenziale di U' (o di U") e di un punto variabile di u" (o di V) 
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» rispetto ad U {sopra una tangente ad V da quel punto) è costante ed eguale 
» al rapporto anarmonico tangenziale di U' ed U" rispetto ad V )). 
41. Se U è r assoluto della geometria non euclidea, si hanno i teoremi : 
« Se alla schiera di coniche determinata da due coniche U' ed U'' appar- 
» tiene l'assoluto una tangente variabile di U" {o di U ) taglia sotto angolo co- 
» stante in un punto la V (o la U") eguale all'angolo secondo il quale si ta- 
» gitano le U' ed U" ». 

« Se al fascio di coniche determinato da due coniche U'U' appartiene 
« rassoluto una tangente ad U" (od V) terminata ad un punto di U' (o U") 
» ha lunghezza costante eguale alla lunghezza delle tangenti comuni ad U 
» ed U' ». 

48. Dai quali come casi particolari, ricordando il teorema del n. 39, discen 
dono i due teoremi : 

« Dati due circoli concentrici U' ed U" le tangenti ad U' (o U") tagliano 
» U ' (o U') in due punti sotto angoli costanti ed eguali ». 

« Dati due circoli concentrici U' ed U" le tangenti ad U" (p U') terminate 
» ai loro punti d' incontro con U' {o IT") sono di lunghezza costante ed eguale 
» fra loro 9 come nella geometria euclidea. ». 

49. Sia U lassoluto dei piano e U' un circolo qualunque di centro C,. Con- 
duciamo da un punto C^ arbitrario del piano la retta C^a; ad un punto x di U'. 
Le rette che tagliano CiSC sotto un dato angolo inviluppano (n. 1) un circolo. Le 
due tangenti condotte da C, a questo circolo segnano sulla U' quattro punti y. Re- 
ciprocamente, dato un punto y, si hanno quattro punti x. Esistono dunque otto 
coincidenze di (r , i/ delle quali quattro cadono evidentemente nei punti di contatto 
di U' coll'assoluto. Il circolo di centro Cj, che passa per uno dei punti di coinci- 
denza rimanenti, dovrà passare anche per un altro di essi (n. 31), allineato col 
punto di concorso degli assi : onde due soli circoli passano .per questi quattro punti. 

Possiamo dunque enunciare il teorema : 

« / circoli che tagliano un dato circolo sotto angolo dato in due punti co-- 
» stituiscono una rete. Un punto qualunque del piano è centro di due di essi ». 

50. « / circoli che hanno a comune con un circolo dato due tangenti di 
» lunghezza data costituiscono una rete. Una retta qualunque del piano è 
» asse di due di essi ». 

51. Essendo C| , e, centro e asse di un circolo U' per considerare i circoli U" 
che segano U' sotto lo stesso angolo nei quattro punti dMntcrsezione è necessario 
e sufficiente (n. 26) che i centri Cj dei circoli U" si trovino sopra c^ , gli assi di 
U" , U' essendo allora coniugati rispetto ad U. Per un punto C^ sopra e, le quat- 
tro X y del n. precedente giacciono allora sopra un dato circolo di centro C|. 
Dunque (•) 



{*) Battaglini. Sul rapporto ecc. n. 3. 
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« Esiste una semplice infinità di circoli ciascuno dei quali taglia un dato 
» circolo U' sotto angoli eguali nei quattro punti d* intersezione. Il luogo dei 
» loro centri è Vasse e, di U'. Ogni punto di e, é centro di un solo di questi 
» circoli ». 

5"2. Correlativamente : 

« Esiste una se^nplice infinità di circoli ciascuno dei quali ha con U' le 
» quattro tangenti comuni eguali fra loro, U inviluppo degli assi di questi 
» circoli è il centro C, di U'. Ogni retta per C, è asse di un solo di questi 
» circoli ». 

53. Diremo orlogonali due circoli quando si tagliano ad angolo retto in due punti. 
Perchè l'angolo di due circoli in un loro punto comune è uguale all'angolo 

dei raggi rispettivi, che vanno a quel punto, i centri dei circoli U'', che tagliano 
un dato circolo U' in un punto A' sotto angolo retto, devono trovarsi sulla taa- 
gentc in A' ad U'. Ma un circolo U", che taglia U' ia un punto ad angolo retto 
(n. 34), !o taglia ancora sotto lo stesso angolo in un secondo punto A" , che si 
trova con A' sullo stesso asse radicale comune ad U' ed U". Dunque il centro Cg 
di U" sarà il polo di A' A" rispetto ad U'. 

Ciò premesso, sia C^ un punto arbitrario, le polari c^c^ di C, rispetto al- 
l' assoluto U e ad U' si tagliano in un punto dell'asse di U'. Il circolo di asse r, 
che passa per uno dei punti d'incontro di c\ con U', tagliando U' ortogonalmente 
in quel punto, passerà anche per l'altro- Dunque: 

« / circoli che tagliano ad angolo retto un circolo dato costituiscono una 
» rete. Un punto qualunque del piano è centro di uno di essi », 

54. Correlativamente : 

« / circoli che hanno con un circolo dato a comune due tangenti di lun- 
» ghezza eguale ad un quadrante, costituiscono una rete* Una retta quatun- 
» que del piano è asse di un solo di essi ». 

55. Sia (U'') uno dei sistemi di circoli che passano per due punti A e 6 e 
sia il luogo geometrico dei loro centri (n. 4). Si considerino gli assi radicali di 
ogni circolo del sistema (TI'') e di un circolo fisso U' dato comunque di centro C 
I poli R, R2 di questi assi radicali presi rispetto ad U' sono sulla congiungente i 
centri di U' ed U". Al variare con continuità di U" i punti R descrivono un luogo, 
e per determinarne l'ordine osserviamo che, se un punto R cade su una retta p ar- 
bitraria, la polare di R rispetto ad U' (asse radicale di U' ed U") deve passare pel 
polo P di p rispetto ad U'. Ma (n. 17) degli assi radicali comuni ad U' e ad un 
circolo di (U"), due ne passano per un punto P ; epperò il luogo è del II ordine. 
Osservando che i punti À| A, dividono armonicamente 1 centri di U' e dei circoli (U'), 
si vede che la retta 0, luogo dei centri di (U"), è la polare di C rispetto al luogo. 
« Il luogo dei punii R è dunque una conica 6 che ha il punto C e la a per polo 
» e reità polare ». 

La conica 6 incontra in due punti, i quali sono evidentemente centri di due 
circoli appartenenti al sistema (U") e ortogonali ad U'. 



)( 269 )( 

Dunque (•). 

« Per due punti passano quattro circoli ortogonali ad un circolo datOy due 
« delVuno due dell'altro dei sistemi di circoli passanti per i due punti », 

56 Correlativamente : 

« Toccano due rette quattro circoli che hanno a comune con un circolo 
t dato due tangenti di lunghezza eguale ad un quadrante. Due appartengono 
« alVunOy due alf altro dei sistemi di circoli toccanti le due rette date. » 

57. In modo analogo a quello tenuto al n. 17 si dimostrerebbe che, se (U") è 
uno dei sistemi di circoli che toccano due rette e si considerano gli assi radicali 
comuni a un circolo variabile del sistema (U") e a un circolo fisso U' dato comunque 
di tali assi ne passano due per ogni punto arbitrario I. 

Quindi ripetendo la dimostrazione del n. 55 si avrebbe il teorema : 

« Toccano due rette date quattro circoli ortogonali ad un circolo dato, 

» Lue appartengono alVunb, due all'altro dei sistemi di circoli, che toccano le 

» rette date ». 

58. Correlativamente : 

« Passano per due punti dati quattro circoli aventi a comune due tangenti 
» di lunghezza eguale ad un quadrante. Due appartengono alVuno, due alVal- 
» tro dei sistemi di circoli passanti per due punti dati ». 

59. La conica 6 (n. 55), luogo geometrico dei punti B, relativi ad uno dei siste- 
mi di circoli passanti per due punti, incontra un circolo dato U' in quattro punti T. 
La polare ( di T rispetto ad U' è la tangente ad U' in quel punto, quindi il circolo 
U", che ha la retta i per asse radicale comune con U', tocca U' in quel punto e 
il suo centro è la proiezione di T dal centro C di U' sulla retta luogo geometrico 
dei centri dei circoli (U"). 

Dunque : 

« Otto circoli paesano per due punti e toccano un circolo dato, quattro 
« appartengono alVuno, quattro alV altro dei sistemi di circoli passanti per i 
« due punti (**) ». 

60. Correlativamente : . - 

« Otto circoli toccano due rette e un circolo dato. Quattro appartengono 
« alVuna quattro all'altro dei sistemi di circoli che toccano le due rette, » 

61. Abbiamo dimostrato al n. 16, che, se da un punto I di uno degli assi ra- 
dicali di due circoli U' U" si conducono le quattro tangenti ad essi, i loro punti di 
contatto sono su di un terzo circolo U'' di centro I, e reciprocamente (n. 17). Que- 
sto circolo taglia evidentemente (n. 53) U' ed U" ortogonalmente nei quattro punti 
di contatto delle suddette tangenti. 



{•) De Paolis 1. e. n. 16. 
(••) Chasles l. e. 
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Si ha dunque il teorema (*) : 

« Ci sono due sistemi semplicemente inflnili di circoli ortogonali a dm 
« dati circoli; un asse radicale è il luogo dei centri dei circoli di un sistema; 
« l* altro è il luogo dei centri dei circoli dell'altro ». 

6*2. Correlativamente: 

« Vi sono due sistemi semplicemente infiniti di circoli che hanno a co- 
« mune con due circoli due tangenti di lunghezza eguale ad un quadrante; 
« un centro di similitudine è V inviluppo degli assi dell'uno, l'altro è l'invi- 
« luppo degli assi dell'altro, 

63. Abbiamo ancora dimostrato (n. 18; che, dati tre circoli, gli assi radicali 
concorrono tre a tre in quattro punti, che abbiamo chiamati centri radicali. Questi 
quattro punti pel teorema precedente , sono centri di altrettanti circoli ortogonali 
ai tre dati. Dunque : 

« Dati tre circoli ve ne sono quattro, ciascuno dei quali è ortogonale ai 
« /re dati, I loro centri sono i tre centri radicali dei tre circoli dati, » 

64. Correlativamente: 

« Dati tre circoli ve ne sono quattro ciascuno dei quali ha cmmme coi 
« tre circoli dati due tangenti di lunghezza eguale ad un quadrante. Gli assi 
« di questi sono tre a^si di similitudine dei tre circoli dati. » 

65. Dai teoremi n. 53, 55, 57, 59, 60, 61, 63 si hanno come casi particolar 
(cfr n. H) i noti teoremi della geometria euclidea. 

Pisa, Marzo 1880. 



{•) De Paolis 1. e. n. 16. 
Battaglini, Nota sui circoli ecc. n. 2. 
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SUL MOVIMENTO PER UNA LINEA QUALUNQUE 



PEK 



UGO DAINELLI 



In una Nota Sul movùnenlo per una linea di 2® ordiae inserita nel Voi. XVII 
pag. 43 di questo Giornale il sig. prof. Battagli ni ha risoluto in modo generale 
il problema proposto dal sig. Bertrand nel fascicolo del 9 aprile anno 1877 dei 
Comples BendriSj nei termini seguenti : Conoscendo che i pianeti dfiscrivono delle 
sezioni coniche e non supponendo altro trovare V espressione delle componenti 
della forza che li sollecita in funzione delle coordinale del suo punto di appli- 
cazione, A questo problema fecero seguito la Nota del sig. Darboux Bicerca 
della legge che deve seguire una forza centrale perchè la Iraielioria sia una co- 
nica inserita a pag. 760 e 936 dello stesso volume; e la Nota del sig. Hai- 
phen Sulle leggi di Kctpler. Soluzion^i di un problema proposto dal sig. Ber- 
trand pag. 939. Il prof. Battaglini ha trovato che: a in generale quando 
un mobile percorre una conica la forza acceleratrice si può considerare come ri- 
sultante di due forze, 1* una diretta secondo il raggio vettore condotto da un punto 
fisso qualunque e V altra diretta secondo la tangente della curva; la prima forza 
è proporzionale al raggio vettore, al cubo inverso della distanza del mobile dalla 
retta polare del punto Osso rispetto alla conica, e ad una funzione arbitraria del 
parametro che determina la posizione del mobile sulla curva ; la seconda forza è 
proporzionale alla distanza inversa del punto fisso dalla tangente della conica, al 
quadrato inverso della distanza del mobile dalla polare del punto fisso e ad un'altra 
Tunzione del parametro che è la metà della derivata della prima funzione rispetto 
a quel parametro. Per ogni posizione del mobile si può determinare una conica che 
ha con la conica proposta doppio contatto sulla polare del punto fisso alla quale 
la direzione della forza è tangente, e la forza stessa è proporzionale alla distanza 
inversa della sua direzione dal punto fisso, al quadrato inverso della distanza del 
mobile dalla polare del punto fisso ed a quella funzione del parametro che entra 
neir espressione della componente della forza secondo la tangente della conica ». 
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In questa Nota ho cercato di risolvere il seguente problema, del quale il pre- 
cedente è un caso particolare, sul. movimento per una linea qualunque : 

Conoscendo la traiettoria di un punto mobile trovare le componenti della 
forza che lo sollecita espresse in funzione delle Icoor dinate del mobile. 

Trovate le espressioni delle componenti in generale, le ho applicate ai casi 
della forza centrale, della forza di direzione costante per una traiettoria qualunque, 
per le coniche ; ed al caso della forza parallela ad un piano fisso. 



1. 



Sia la traiettoria del punto mobile una linea piana riferita a due assi coordi- 
nati ortogonali e rappresentata dall* equazione : 

(1) ?(aJ,i/) = 

In ogni punto della traiettoria il rapporto delle velocità componenti dovrà essere 
eguale al coefnciente angolare della tangente alla traiettoria in quel punto ; perciò 
le velocità 

dx , de? 
>^=;_|. /£. ri- 
di "■ dy 

(2) 

dt ^ dx 

converranno al moto del punto mobile per la traiettoria (t): e che il mobile ani- 
mato da queste velocità percorra la traiettoria (l) si verìfica eliminando il tempo 
l fra le (2). Si ha 

d<f 
dy _ dx 
dx do 

dy 

da cui 

?(3C,!/) = 9(050 2/o) = 

dove Xo t/a sono le coordinate di quel punto della traiettoria data, dal quale il mo- 
bile parte all'origine del tempo colla velocità arbitraria Vq da cui dipende la co- 
stante fc. Se si moltiplica ciascuna delle velocità componenti (2) per una funsione 
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arbitraria /* delle coordinate x,y del punto mobile, le velocità : 



(3) 



di - dy ' 
di ^ dx ' 



converranno al moto del punto mobile per la traiettoria (1) perchè col moltiplicare 
le yelocità componenti (2) per una stessa funzione non si altera la direzione della 
velocità del mobile in ciascun punto della sua traiettoria, ma se ne cangia soltanto 
la grandezza. 

Le componenti della forza acceleratrice si otterranno derivando rispetto a t 
le (3) ed avranno in funzione delle coordinate del mobile le espressioni seguenti : 

Idy^ dx dxdy dyi dy lete dy dy dx^ 

(I) 

idx^ dy dydx dxJ decida; dy dy dx^ 

Si vede che la forza acceleratrice potrà considerarsi come risultante di due 
forze F' ed F" le cui componenti X' , Y' . X " , Y" secondo gli assi coordinati sa- 
ranno rispettivamente eguali ai primi due ed ai secondi due termini binomi , nei 
secondi membri delle (I). Siccome il coefficiente angolare della retta secondo cui 
agisce la forza F' è dato dal quoziente 

d9 

Y'^ dx 
X" ~ d9 

se ne conclude che la direzione della forza F" è quella della tangente alla traiet- 
toria e in quanto air intensità essendo : 



V XdxJ ^ \dyJ. idx dy dy dxi ' 

è direttamente proporzionale alla funzione arbitraria f, alla quantità 

df ,d<f df do 
dx *dy dy dx 
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alla quantità : 



dff da d? _ d» 
J7d^ Td^V '"dac^dy ^dy'^daj 
VW +ld^) = 8 ' = d 

dove e d indicano le distanze deir origine delle coordinate dalla tangente e dalla 
normale alla traiettoria nel punto x ,y. In quanto alla direzione della forza F' non 
ne vedo una proprietà notevole in generale ; ma se la traiettoria è una conica : 

Aac* 4- Baci/ + Cj/« + Das + Ey + F = 

la retta d* azione della F' avrà per coelTiciente angolare il rapporto : 

tAE-BD 

y y B»-4AC 

X' 2DC - BE 

® B«-4AC 

e passerà per conseguenza costantemente pel centro della conica e sarà in inten- 
sità proporzionale alla distanza del mobile dal centro ed al quadrato della funzione 
arbitraria f. 

Nelle formole (I) la costante k dipende dalla velocità Y^ data al punto Xoj/o 
mediante la relazione : 



«^''W(^)>(i): 



dy/o 

e la f(x , y) è una funzione arbitraria delle coordinate del punto mobile : la quale 
se deve convenire al moto continuo per la traiettoria data sarà tale che le velocità 
componenti (3) risultino finite e contìnue e coi segni convenienti al senso del mo- 
vimento del mobile. 

Si può in alcuni casi facilmente determinare la funzione arbitraria f in modo 
che la forza soddisfi ad una condizione data. 

Forza centrale. Se si cerca la forma che deve avere la funzione f affinchè 
la forza acceleratrice sia diretta sempre ad un punto fisso qualunque di coordinate 
a , ^ nel piano della traiettoria, si trova : 



f= 



(-«)^^<''-< 



)( 215 )( 
Inratti sostituendo questa funzioìie nelle formolo generali (3) ed (I) e ponendo : 

dxdv dx dv tte* \ di// di/* Vdac/ 



si ottengono per le componenti della velocità e della forza le ^seguenti espressioni: 



(t) 



d<f 
dt ^ A 



d( ^ A 



/ v-»Q(3g-«) 



X = h» 



A» 



(5) 



V A» 



le quali considerando y come una funzione esplicita di x si scrivono come segue : 



(6) 



dx 
di 



\ 



(1/ - P) - (aj - a) 



dy 
dx 



dy 
di 



h 



dy 
dx 



(1/ - p) - (05 - a) 



dy 
dx 



0) 



X = 



dhj 



1 = 



[(2/-p)-(x-)g^ 

[(y-P)-(x-a)|J 
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Osserviamo che la quantità 

non è altro che il primo membro deir equazione della tangente alla curva nel punto 
x,y dove si ò sostituito a e ^ alle coordinate correnti e quindi quesi;a quantità è 
eguale alla distanza D del centro a , ^ della forza dalla tangente moltiplicata per 



V' ^ m 



e che la quantità 

dtx* 



W'^ai" 



e eguale airinversa del raggio di curvatura p. Perciò chiamando r la distanza del 
mobile dal centro a , p della forza, avremo dalle (7) per la misura di questa forza 



F = \/X* -f Y* la formola : 

r 



(fi) F = /i« . 



pD» 



E concluderemo che : 

Quando un piinlo maleiiale mobUc percoire una traielloria piana qualunque 
per effetto di una forza diretta ad un punto fisso qualunque nel piano della tra- 
ielloria, la forza è diretlamenle proporzionale alla distanza del mobile dal centro 
della forza ed inversamente al raggio di curvatura ed al cubo della distanza del 
centro della forza dalla tangente. 

Quadrando e sommando le (6) e notando che il denominatore 6 eguale a 



D Wi -f (-^ j avremo per la velocità : 



dx 

(^) ^ = 5 

e concluderemo che : 

La velocità in ogni punto della traiettoria è mrer8awen(e proporzionale alìn 
distanza del centro della forza dalla tangente. 

Moltiplicando le (6) numeratore e denominatore per dx nei secondi membri; 
od anche moltiplicando la prima per (y - f) la seconda per (x - a) e sottraendo, 
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si trae: 

(e) {y - P) cffiD - (x - a) di/ = h di 

e si conclude che : 

L'area elementare descrilla dal raggio vettore è proporzionale al tempo im- 
piegato a descrìverla. 

La forinola (a) fu comunicata senza dimostrazione da Moivre a Giovanni 
Bernoulli nel 1705 e questi gli rinviò la prova in una lettera scritta da Basilea 
il 16 Febbraio 1706 (Jullien. Problèmes de Mécanique RalionnelleT . I*"^ pag. 270). 
Le formole (6) e (e) esprimono due leggi scoperte da Newton. 

Le formole (a) e (6) si possono anche scrivere nel modo seguente : 

(d) F = 



p-r*-sen»(F,TJ 



(e) V = 



r.sen(F,T^) 



e si può concludere che : 

La forza varia in ragione inversa del raggio di curvatura^ del quadrato del 
raggio vettore e del cubo del seno delV angolo fra il raggio vettore e la tangente. 
E la velocità in ragione inversa di questo seno e del raggio vettore. 

Le formole (6) si possono stabilire direttamente partendo dalla equazione (e) 
delle aree la quale, per una forza diretta al centro fisso a , ^ , si deduce imme- 
diatamente dalle equazioni generali del moto. Infatti basta sostituire nelle identità : 

dx _ hdx 
Ut ^ hdt 

dy hdy 
Im" hdt 

ad hdt la quantità equivalente 

(V - P) cte - (a? - a) dy 

e derivando queste si hanno le (7). 

Dalla stessa (e) si deduce immediatamente la (6) osservando che l'area elemen- 

tare è misurata da — ^', essendo ds 1* elemento della curva. La costante h è eguale 
al prodotto dei valori iniziali di Y e D ed al doppio delF area descrìtta dal raggio 
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vettore nell'unità dì tempo. Nei punti nei quali la direzione della forza diviene tan- 
gente alla traiettoria, D si annulla, e 

y — p _ (te _ di/ 
05 — a "" dcp "" da? 
dy 

il denominatore nelle (4), (S) , (6), (7) si annulla e cosi la forza e la velocità di- 
vengono infinite. Perciò aflinchè il mobile percorra la curva data con velocità finita 
in ogni punto, bisognerà che dal centro a , ^ della forza non si possano condurre 
tangenti alla curva. 

Le formole di Moivre (a) e di Newton (6) sostituendovi per p e D i loro 
valori in coordinate cartesiane e polari 



^ r^^2f^y^r^ 



r* + 2 ( 



dx* ^ \ de / dO* 



^ dx 



dy 



avendo scelto per origine delle coordinate il centro a , ^ della forza, prendono le 
forme seguenti più usitate : 



(0 



^ dog* _ h* va* ■•■ 2/\d p I -1* 
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donde per essere 



2F = -^ e !:=^ 
dr p dr 



si deduce 



Fdr 



(*) Vo*-V* = 2| 

^^ '^"F» df """TdfVD/ 

dalle quali equazioni si ricaverà la traiettoria, essendo data la forza o la velocità ; 
e viceversa. 

Forza di direzione costante. Quando la forza acceleratrice ha una direzione i 

costante parallela ad una retta che fa coli' asse ox l'angolo ix, la funzione arbi- 
traria ha la forma seguente : 



dcp dcp 

senu'-r +cosui~ 

^ dy ^ dx 



Infatti sostituendo questa funzione nelle formolo generali (3) ed (I) e ponendo : 

. do d(ù 

4. = ^.sen,x+^.cosii 

Q-o ^*? d<p d<p d^y/dyV d*9 /d^V 
dxdy' dx dy dy^ \dx/ dac* \dy/ 

si ottengono per le componenti della velocità e della forza le seguenti espressioni: 

dx _ dy 

di ''-~Ar 
(8) 

dy _^ dx 
dt '^'^ A, 

X= -T-f^'COS|i 

(9) 

Y = jT-seniA 
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le quali , considerando y come funzione esplicita di as , si scrivono nel modo se- 
guente : 



(10) 



dx 
dt 



h 



dy 
senjjL- -j^'cosjji 



dx 



dy 
dt 



h 



dy 
dx 



dy 
sen pi - -^^^ • cos jJL 



dx 



(11) 



..^ 



A*. 



X = 



dx« 



I sen \k - 



dx 



cos 



^] 



; cospL 



/IV 



Y = 






isenpi 



dy 
dx 



cos pi 



] 



; senji. 



Queste equazioni si possono stabilire direttamente partendo dalla condizione 
di parallelismo della forza alla retta fissa, che è : 



Xsenix-Tcos[JL = 



cioè : 



d^x 
di* 



di/* 
senjjL - ■^cos[jL = 



da cui : 



dx-senpi - di/-cos(Ji = /idi 



e sostituendo nelle identità : 



dx 


hdx 


dt 


^hdt 


dy 


_hdy 



dt hdt 
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ad lì (il la quantità equivalente : 

dae-senji - ffi/cospi. 

Derivando poi rispetto a / si hanno le forze componenti. 
Osservando che la quantità 

dy 
senyi — ^^-cosul 
(ix 

è il seno dell* angolo fra la tangente alla curva e la direziono della forza, molti- 



plicato per yi + (-7^) concluderemo che: 



(m) F = '*' 



p.8en»(F,T,)- 

La forza varia in ragiove invtirsa del raggio di curvatura e del cubo del 
seno delV angolo fra la direzione ddla forza e la tangente alla cuì'va. 
E 

<"' ' = seH(r;-Tl) • 

La velocità varia in ragione inversa di questo seìio. 

Queste formole si deducono dalle (cf) ed (e) supponendovi r costante. Nei punti 
nei quali la forza diviene tangente alla curva il seno dell'angolo fra queste due 
rette diventando nullo, la forza e la velocità divengono infinite : perciò affinchè il 
mobile percorra la curva data con velocità finita in ogni punto, la curva non dovrà 
ammettere tangenti parallele alla direzione costante della forza. Prendendo questa 
direzione per asse ox dalle (IO) ed (11) si ottengono le equazioni: 

(o) ' F=-/i» '''^* 




fdyy 
\dx/ 



(p) '*='**-^f4" 

dojJ 
voTi. XVIII 36, 
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donde per essere 

dV* 

2F = — - 

dx 

dalle quali si ricaverà la traiettoria, essendo data la forza o la velocità ; e vice- 
versa. Cosi, per esempio, supposto la forza F costante la (o) dà per traiettoria la 
parabola : 



y = v/cac H- e' 

che ha per asse la direzione della forza : caso dei proietti lanciati obliquamente. 
Quando la traiettoria è una conica : 

Ax* + Bxy 4- Ct/* + Dee + Ey + F = 

e la forza centrale è diretta al punto a , ^ si ha dalle formole generali (S) pren- 
dendo la radice della somma dei quadrati, per la misura della forza : 



F = fc'IBDE - CD- - AE^ >- F (B* - 4 AC)] \Kx - ay -Ky - ?)* 
"■ llkax + ^x f- Dx + Bay -f 2 Cgy + Ey 4- ^2 F 4- Da -h E^]'* 

Se la quantità dentro parentesi in numeratore fosse zero, per B' — 4AC dif- 
ferente da zero, la F sarebbe nulla: ma allora l'equazione precedente rappresenta 
il centro o due rette passanti per esso. 

La quantità dentro parentesi in denominatore, se si considera come il primo 
membro dell* equazione della tangente alla conica in x,y dove è |stato sostituito 
a e p alle coordinate correnti, è proporzionale alla distanza D del centro a , ^ della 
forza dalla tangente ed alla radice cubica del raggio p di curvatura ; e .si ha per 
la misura della forza F la forroola (a) : ma se si considera come il primo membro 
dell* equazione della polare del punto a,^ rispetto alla conica dove è stato sosti- 
tuito alle coordinate correnti quelle del punto mobile, è proporzionale alla distanza 
del punto mobile dalla polare e si può dire che : 

La forza è proporzionale nWi disianza del mobile dal cenlro della forza ed 
al cubo inverso della distanza del mobile dalla polare del centro della forza ri- 
spello alla conica. (Battagli ni. Sul movimenlo per una linea di 2® ordine, 
Voi. XVII pag. 41 di questo Giornale). 

Per applicare più facilmente le formole generali precedenti a ciascuna delle 
tre coniche in particolare, giova riferirle ai loro assi. 
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Ellisse. Sia la traiettoria del mobile, F ellisse di seuii-assi a e b: 

Le componenti della velocità e della forza saranno in generale : 



(»2) 






(13) 






La forza acceleratrice può considerarsi come risultante di due forze ; una F' 



diretta al centro dell* ellisse, proporzionale alla distanza del mobile dal centro ed 
al quadrato della funzione arbitraria /*; l'altra F": 



F" = k* yJahj^ + b*x^ [^"J^r" ^^'^'J-]'^ 



dx dy 

diretta secondo la tangente air ellisse proporzionale alla funzione arbitraria /*, alla 
quantità : 



^ dx dy 



ed alla quantità: 



ih! 



a^b 



y/a^y^ + 6*ac* = -^— = a* • N 



indicando 8 la distanza del centro deirellisse dalla tangente nel punto x,t/ ed N 
la lunghezza della normale limitata air asse ox- 

Quando la forza è costantemente diretta ad un punto fisso a , ^ le componenti 
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della velocità e della forza, ponendo : 



2: = a«6*-a-5«x-p-tt*j/, 



SODO le seguenti 



(U) 



(15) 



fix ahj 

\ (il 1 









la quantità I si può esprimere mediante varie grandezze. Siccoftie si ha. 

D 



2 :^ A Va'ò* + p^i* = a*5« — = a*ND 



cosi £ è proporzionale alla distanza A del mobile dalla polare del punto a,^; al 
rapporto delle distanze D e S del punto Asso a,^ e del centro dell'ellisse dalla 
tangente; al prodotto di D per la lunghezza N della normale limitata air asse ox; 
al prodotto di D per la radice cubica del raggio p di curvatura ; alla distanza r 
del mobile dal punto a , ^ per la proiezione P della normale sopra r. Avremo dun 
que per la misura della forza F, avendo posto : 






le formole seguenti : 



ir) 
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e per la velocità : 



-I 



V = 



rP 



V=^ 



h, 



S-X 



(«) 



V = ;; 



ft. 



8ND 



• V = - 



ft. 



O.f.P 



; V 



ftn 



S'D'sI p 



V=: 



ft^N 



D Vp 



essendo 



li, = 



/i a«ò« 



Va=6* 4- p«a* 






; /i, = hò« ; /I3 = /i >/a*6» 



; "5 - Ti ; "e ~ 1 — 



V a* ò* 



Affinchè il mobile abbia una velocità finita in ogni punto, il centro della forza 
a , ^ dovrà essere interno alla ellisse, perchè se fosse esterno nei punti di contatto 
delle tangenti condotte da questo air ellisse, la forza e la velocità sarebbero in- 
finite. 

Quando la forza è diretta al centro dell* ellisse, a = ^ = 0, la quantità £ si 
riduce ad (i^b* e la forza viene soltanto proporzionale alla distanza r del mobile 

dal centro. In questo caso Todografo è l'ellisse stessa, poiché le inverse -r- delle 

lunghezze D delle perpendicolari condotte dal centro alle tangenti, terminano ad 
un'ellisse che è quella data fatta ruotare di 00^ attorno al centro. Cosi la velocità 
in un punto qualunque è proporzionale al semi-diametro coniugato al raggio r. Se 
questa forza proporzionale ad r è anche proporzionale alla massa M di un corj)o 
attraente posto al centro dell* ellisse, si può scomporre in n forze attrattive, pro- 
porzionali alle masse m, rn^ ... m„ ed alle distanze dal mobile, applicate ad n punti 
nel piano dell'ellisse disposti in modo che il centro delFcllisse ne sia il centro di 
gravità ; infatti avremo allora per la componente X 

X r wi| «1 + . . . + wi- a-. 1 



ossia : 



X = - fcm, (a; - tti) - fcm„ (x - a„) 



e analogamente per la Y* 
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Quando la forza e diretta al fuoco F di coordinate P = 0, a = \/a*-ò*, viene pro- 
porzionale soltanto al quadrato inverso del raggio vettore r, poiché allora si ba 

In questo caso Todografo è un cerchio ; infatti le perpendicolari D condotte dal 
fuoco F alle tangenti, terminano al cerchio descritto e aliasse maggiore come dia- 
metro, e prendendone le inverse si ottiene un cerchio che è l'odografo fatto ruo- 
tare di 90** attorno ad F. Le tangenti all'odografo rappresentando le direzioni del- 
Taccelerazione totale sono parallele ai raggi vettori corrispondenti dell' ellisse: per 
ciò scelto un punto qualunque su questa e condotta la tangente o il raggio vet- 
tore r, per avere il centro del cerchio odografo basterà condurre dal fuoco F un 
segmento F/?i parallelo alla tangente e da m una normale ad r, Y incontro e di 
questa colla normale Pc alFasse maggiore delFellisse sarà il centro cercato. 

Se la forza risulta dalle attrazioni reciproche, secondo la legge di Newton, 
fra il mobile di massa m ed un punto di massa M situato al fuoco F, sari 

F = ^-^ — - — ' e dedurremo dalle formole precedenti, che danno F= — •— , la 

relazione : 

b 



(16) '^ = -F= \/ff(M + wO 

V a 

Separando le variabili nelle equazioni (li) mediante l'equazione della ellisse, si 
ottengono le seguenti : 



\ a ^ a* a ^ a* lab u^ ao J 

(11) 

per determinare la posizione del mobile al tempo ( impiegato per passare dalla 
posizione iniziale Xgt/o a quella x,y. Quando il mobile ripasserà per la posizione 
aJol/o ^op^ "" &^^ *^^^ impiegato un tempo T dato da: 

ab 
come si poteva dedurre dalla legge delle aree. Se h ha il valore (16) si ottiene: 

g {Vi + M) 
cioè la terza legge di Kepler nel moto dei pianeti. 
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Nel caso in cui la forza rimane sempre parallela ad una retta data y^xtangp., 
le sue componenti e quelle della velocità, ponendo 



I' = 5«X'Cos[x4- a^i/'Senpi 



sono le seguenti : 



' Y _ '**-^*^* COSjJL 



\ 



T = 



/i* • a*ò* • sén pi 



\ (V')3 









La forza varia inversamente al cubo della distanza del mobile dal diametro coniu- 
gato alla retta data i/^sctangiii , ossia dalla polare del punto a, ^ situato sulla 
retta data, air influito : od anche inversamente al raggio di curvatura ed al cubo 
del seno dell'angolo fra la direzione della forza e la tangente all'ellisse in x, 2/. 
La velocità varia inversamente a questo seno: od anche inversamente alla distanza 
del centro dell'ellisse dalla tangente e alla distanza del mobile dal detto diametro 
coniugato , poiché la quantità 1' è eguale a quella distanza moltiplicata per 

Va* sen* [14- fe* cos' jìl. Nei punti nei quali la forza diviene tangente air ellisse , di- 
venta infinita insieme alla velocità: perciò l'ellisse non potrà essere percorsa con 
una velocità finita in ogni punto, da un mobile soggetto ad una forza di direzione 
costante. 

Iperbole Quando la traiettoria del mobile è un'iperbole : 

6*05» - a V = ^^b' 

cambiando 6* in - fc* nelle formole precedenti per \ ellisse , si trovano resultati 
analoghi. Se la forza è diretta al centro Todografo è l'iperbole coniugata: poiché 

le inverse ^ delle perpendicolari D condotte dal centro alle tangenti terminano 

ad un'iperbole che è la coniugata, all'iperbole traiettoria, fatta girare di 90<* at- 
torno al centro. Se la forza è diretta al fuoco l'odografo è un cerchio, perchè le 
perpendicolari abbassate dal fuoco sulle tangenti terminano al cerchio costruito 
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sull'asse reale come diametro e le inverse di queste lunghezze terminano ad un 
cerchio che è lodografo girato di 90**. 

Quando la forza è sempre parallela alla retta i/ = a[;tang{iL9 purché questa tagl 
r iperbole, il mobile percorre questa curva con una velocità finita in ogni punto 
e la forza varia inversamente al cubo della distanza del mobile dal diametro coniu 
gato , alla retta data, che è la polare del punto a , ^ situato sulla retta data, al 
l'infinito : od anche inversamente al raggio di curvatura pel cubo del seno dell'an 
golo fra la direzione della forza e la tangente. La velocità varia inverscimente a 
questo seno : od anche inversamente al prodotto delle distanze del centro dalla 
tangente e del mobile dal detto diametro coniugato. Air infinito sull* iperbole, il 
seno dell'angolo fra la tangente e la direzione della forza diviene il seno dell'an- 
golo fra questa e l'asintoto, il raggio di curvatura diventa infinito ; perciò la forza 
si annulla e la velocità diventa: 



^ ^ k n/o* + 6« 



òcosjjL - asenjx 

Parabola. Quando la traiettoria è una parabola riferita all'asse e alla tangente 
al vertice : ' 

2/* ^ 2 px 

dalle equazioni generali si deducono le componenti della velocità e della forza se 
guenti : 

I (ix , . 

-i = k.p.r 



i^-'^*P-n^k^y[y^+P^]r 



b=''^[yi^-^^]r 



Dalle quali si vede che la forza acceleratrice può considerarsi come risultante di 
due : una F' 



P' = fc'vV + P*[2/^ + P^]/- 
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diretta secondo la tangente, proporzionale alla funzione arbitraria f, alla quantità 

y -J— + p ■]— , ed alla normale N limitata all'asse ; od anche alla radice cubica del 
^ (te ^ dy 

raggio di curvatura p, stante la relazione p = -^ : V altra F ' 

F"=fcVp./-t 

parallela all'asse e proporzionale al quadrato della funzione arbitraria. 

Se la forza è diretta al punto fisso qualunque a , ^ le componenti della velo- 
cità e della forza, ponendo : 

S = pa + pac - Pj/ 



sono le seguenti : 



(tt " S 

dy _ftp 

di S 
_ /i* p* (g - x) 

^ - - j^S 



Siccome si ha : 



s s 



indicando p il raggio di curvatura ; A la distanza del mobile dalla polare del punto 
a , ^ ; N la normale ; D la distanza del punto a , ^ dalla tangente alla curva in 
X , 0/ ; r la distan/a del mobile dal punto fisso e P la proiezione di N sopra r cosi 
avremo per la misura della forza le formole seguenti : 



(0 



C|F = ^ ; «*P = -^ 



T T 

^3 F = jj3gà ; e, F = ^^ 



avendo posto : 



1 (\y+p*)' 1 



TOL. XTIII 31 
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e per la velocità 



(") 



* - D * - ". ^ 

5 



\ 



\ ^h 



N p -D 



r P 



avendo posto 



hr = /u = 



/i 



\ I,* ^ ^s 






Se la fona è dirett.a al fuoco, è proj:K»rzioDt<Ie soltanu» al qufn5raiU« ir.Tcrvi di r. 
poìcliè allora S Tiene proporzionale ad r: e siccome si La a]]-«ra 

cosi potremo an.be dire che la furia varia ìnversamenie al!a <^:iana joUnia della 
Dormale o della disianra del fuoco dalla tangente in x . y i^'.a i.iril-:U : e la ve- 
locità inrersamente alla normale. In questo caso ^uj':vrif^> è ud ttT<t<». pi.kL^ 
le perpcDdiculari D ablsissa^e dal fuoco sulle tangenti lem.iniLv ìIIì mzn taDjenre 
al vertice e le inverNe t^ru.ìnano ad un cerchi^», passante {•?! fc':<i>. che è Foio- 
grafo girau» di J*'J". 

Quaiid'j la k^rza t- s*:i:»re parallela alla retta dna y = xi4Q^ . le componenti 
della vel'.K-Tì. e drlla f n^. p-jnendo . 



S' = pcos;i- y-senji 



sono k «-iTJtsLii:: 



#/x /i.v 

I dìj_hp 
di S' 



_fc'p*-cos5i 



I«H for«u ^ invtìrsiamente proponionale al c\ihi> della dìstania A tfe! mobile dalla 
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retta 

1/ sei) li = p cos [A 

parallela alVasse, che è la polare del punto a,^ situato sulla retta ij'^xUxngp., 
air infinito ; è cioè : 

Y- "*i>* 
A*sen*jJL 

od anche inversamente proporzionale al raggio di curvatura e ni cubo del seno 
dell'angolo fra la direzione della forza e la tangente. La velocità varia inverfta* 
mente a questo seno : od anche in ragione diretta della normale cJ inversa della 
distanza A, ed è : 



V = 



A sen ji' 



Nel punto dove la direzione della forza diviene tangente alla parabola, la forza 
e la velocità divengono infinite; perchè ivi è S' = Perciò la parabola non potrà 
essere percorsa con una velocità finita in ogni punto <la un mobile soggetto ad una 
forza di direzione costante altro che quando questa è parallela air asse, e allora 
essendo ;a = 0, la forza è costante : 

P 
e la velocità : 

P 

è misurata dalla ncMrmale >' limitata all'asse. É questo il caso dei proietti lanciati 
obliquamente, nel quale si ha F = flf, perciò ìv^^p-rj. Se all'origine del moto la 
velocità iniziale Yo fa Fangoio io coir orizzonte sì ha : 

Yg = Y-.Ng ; p=^NgC0Stó= -^ cos«w 

e per r ampiezza A ed altezza H del tiro 

V * 

A - -2Xft sen ta == ~- sen 2o> 

V 

N V » 

H = ^ sen w • tang w = ir* '^^"^ ^'>' 

2.. 

Quando la linea percorsa dal mobile non è piana, riferendola a tre assi coor- 
dinati ortogonali ed essendo : 

( ^(x, y) -• 
(I) 
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le equazioni delle sue proiezioni nei piani coordinati xoy , yoz avremo deriTaiuio 
rispetto al tempo l due equazioni le quali verranno identicamente soddisfatte pren- 
dendo : . 

I dx , dop d4 
' (i( dy dz 



dy (/(p d^ 

— — -- -f- li • — — • -; — 



^ ^ ^ di dx dz 

dz^^^d9 dij; 
, di " dx dy' 

Il mobile animato da queste velocità componenti percorre la traiettoria (I) 
poiché la direzione della velocità viene ad essere quella della tangente alla traiet- 
toria (I); ed eliminando ( fra le (2) si hanno le equazioni : 

d9 d^ 

dy _ dx ^^ __ ^y 

dx " do ' dy " di( 

dy dz 



donde integrando, le equazioni : 

(p(x,2/) = 9(a:o3/o) = 

*(2»!/) = + (2oì/o) = 

(love Xo i/o ^o sono le coordinate di quel punto della traiettoria dal quale il mobile 
parte ali* origine del tempo colla velocità arbitraria V^ da cui dipende la costante t. 
Moltiplicando ciascuna delle (2) per una funzione arbitraria f delle coordinate 
del mobile, le velocità componenti : 

dt ~ dy dz 
di "-" dx dy 
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converranno al moto del punto per la traiettoria (1) poiché col moltiplicare le (2) 
per una stessa funzione non si cangia la direzione della velocità , ma soltanto la 

grandezza. 

Le componenti della forza acceleratrice si otterranno derivando le (3) rispetto 

a i e saranno : 



(H) 



X = X' + X" + X 



/// 



Y=Y +Y' +Y 



/// 



[ Z=Z'+Z" +z 
avendo posto : 



h-Mm 



ixdy dy dy^ dx 



(1*9 d9 d*<^ dcp 



dxdy dx dx^ dy 



Z' = 



d^ d^ rd*9 dy 
'dy' dz Idx'^' dy 



d'cp dy 



dxdy dee 



X" = 



,, dy dy rd-^ dò d^^ d^ 
dx ' dyLd^ dy dy dz' dz 






\ 



\dx/ Idydz dz dz* dy i ' 



Z" = &' 



. \<te / Idìi 



t^ dHf d'4> dtp 



(iy d2 (/y dy* dz 



X"' = 



Y'" 



dy dz 
dx dz. 



dx dy 

_ d/" dy d^^ df dy^ d^i diT dy d^ 
" dx dy ds ' dy' dx' dz dz dx' dy 

La forza acceleratrice si può considerare come risultante di tre forze F',F",F'" le 
cui componenti sono rispettivamente X',r,Z' ; X",Y'\Z" ; X'".r',Z'". La forza F'" ha 
la direzione della tangente alla traiettoria nel pùnto x,y,2, poiché i coefficienti an- 
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"Vili Y"' 7'*' 

golari delle sue proiezioni sui tre i»iani coordinati cioè ^t"^ , ^, , =^, sono i coef- 

A u A. 

ficienti angolari delie tangenti alle curve proiezioni della traiettoria su questi tre 
piani. Questa forza è proporzionale direttamente alla funzione arbitraria /*, alla 
quantità ^ì, alia quantità : 



T _ ^ '^9 <^^ ,, t/9 dii ci9 dif 

dy dz ^ dx dz dx dy 



ed inversamente alla distanza D <!eirorigine delle coordinate dal piano normale aìla 
traiettoria nel punto x,y,z ; poiché dalFequazione del piano normale : 

d^ __ d? d^ do d^ ef? d^ 

^y " ^^y ^^ dx dz dx dy 



_. d9 d^ 

A. • • 

dy dz 


Y ti9 (/4 
dx dz 


z. ^^ 

dx 


si deduce : 







VLtiy't/jsJ Idx' dzi ~^ Idx' dy\ D* 

In quanto alle direzioni delle forze F' ed F" non si può dire in generale altro 
che la proiezione della F' sul piano yoz è tangente alla proiezione della traiettoria 
su questo piano ; e la proiezione di F" sul piano yox è tangente alla proiezione 
della traiettoria su questo piano : se poi queste curve proiezioni sono due coniche 
allora si ha anche che la proiezione della F' sul piano xoy passa pel centro della 
conica di questo piano, e la proiezione della F" sul piano yoz passa pel centro 
della conica di questo piano. Nelle equazioni precedenti la costante k dipende dalla 
velocità arbitraria Y^ al punto di partenza x^y^^z^ mediante la relazione: 

La funzione arbitraria / si può facilmente determinare in modo che la forza 
sia sempre parallela ad un piano fisso dato, non potendo per una curva a doppia 
curvatura né passare per un punto fisso né essere parallela ad una retta data , 
poiché la forza deve osere situata sul piano osculatore alla traiettoria. la ogni 
punto la posizione della forza sarà determinata dalF intersezione del piano oscula- 
tore con un 'piano parallelo al piano fisso. 

Forza parallela ad un piano fisso. Affinché la forza sìa sempre parallela ad 
un piano fisso la cui normale fa cogH assi coordinati ox,oy,oz gli angoli X)|x,v la 
funzione arbitraria deve avere la forma seguente : 



do dò . do d^ do d^ 

_L _L.C0SA - — ^'•---^.C0SyLH--r^«-r^'C0SV 

dy dz dx dz dx dz 



)( 295 )( 
Infatti sostituendo questa funzione nelle equazioni generali (II) e (3) e ponendo : 



d9 dd/ . d(o dà dop dò 

— 1-. -~-.C0SX - —• -7^C0SUL + -r-- -p-'COS 

dx dz dx dz ^ dx dz 



dx 



sì Ottengono le componenti della velocità e della forza, che seguono : 



/ ,. rf? ^4/ 



dx 

'di '^ ^ 



(4) / dy 

di 



"l 
dy 


dz 


B 




dx 


dz 


B 




h- **' ■ 


d(|« 


dx 


dy 



d2 _ 



x."* 



g^[Q, cos|i-QsCOsv] 



(5) \ Y = -g3-[Q2COSv-Q,cosX] 



/j,2 

Z =-Bs-[Q3C0sX-QjC0S|il 



avendo posto : 



(6) 



r= (^Y \(^Y ^ + (^Y ^^A i^ -^1 

^* \ dz / L\ dy / dx* \ dac / dy* dx' dy' dx dyJ 
^^ Vd»/ L dy'dz'dydz \dy ) dz* \dz J dy«J 



d^ df 

dz dx 



Dalle (5) moltiplicando ordinatamente per cos X , cos ii , cos v e sommando si 
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Ottiene la relazione : 

(7 ) X cos X + Y cos [JL + Z cos V = 

ossia chiamando cosa, cos^ , cosy i coseni degli angoli della direzione della forza 
cogli assi : 

cosa cosX H- cos^ cos|i + SC07 cosv = 

che è la condizione di parallelismo della forza al piano fisso. 

Le quantità Q, , Q29Q3 considerando y funzione esplicita di x, e z di y si 
scrivono nel modo seguente : 



\ ^^ dy^ \dx/ '^ dy' dx* 
od anche considerando z come funzione di 1/ ed 2/ di a; variabile indipendente 

^ ^ ' ^* dx» dx dx* dx ■ 

d*z 



Q,= 



cfas*" 



Perciò le equazioni (4) e (S) ponendo : 

B' = C0SX 4 C0SU,>-7^ + COSV- — 

dx dx 

dx* 
(10) N 

. _ dz d*y _ d*z dy 
~ dx dx* dx*' dx 

_d*z 
'^~dv? 
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divengono 



dx _ h 
dt ~ B' 



(11) 



1 


h'^y 


1 dy 
1 ^' 


dx 
~ B' 


dz 


h ^^ 

dx 


\ di 


~ B' 


^' r„ 


• ann ìL . 



(Ì2) / T = -g7r3[6-COSV-a-C08Xl 

Z = ;^^ [c-cosX - 6«cos|i]. 

Queste equazioni sì possono ottenere direttamente partendo dalla condizione (1) di 
parallelismo della forza al piano fisso : 

_COSX+^C08|A + ^COSV = 

ossia 

dx 008 X + dy cos |i + dz cos V = h di 

e sostituendo nelle identità : 

dx __^hdx 
WhdT 

dy _hdy 
dt hdt 

dz __hdz 
dt "^hdt 

ad h di la quantità equivalente dot; cosX + dj/cos pi + d2C0SV : poi derivando rispetto 
a ( si hanno le componenti della forza acceleratrice. 
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Notiamo che la quantità B' è eguale al coseno dell* angolo fra la tangente alla 
traiettoria e la normale al piano Osso, ossia fra il piano normale P^ e il piano 
fisso P^ , moltiplicato per : 



\/'^(S)"-(l)' 

Si avrà dunque dalle ( 1 2) per la misura della forza F : 



,,«v„ .• vv. -ri/ -rv. /j ,..COSV-}- ftCOSX + CCOSJil" 

(lo; r = 



h} Va» + 6» 4- e* A _ [a^ 

(v'^^'^l)"')*-('..'')V ''' 



Va* + 6* + e* 



] 



Ora se poniamo : 



o' = dy d*aj — d^y dx 
b' =dh/dz-d^zdy 
e' = d*3 dx - d*x dz 
D* = 0'* + 6'« + c'« 



il raggio di curvatura p viene espresso da : 



( s/dx* -h (/y* + d2*)' 
P" D 

ed i coseni degli angoli che la normale al piano osculatore P^ fa coi tre assi da: 

6' e' o' 

cosila, =g< ; cosny = — ; cosn^cxg-. 

Considerando in queste formolo la x come variabile indipendente e facendovi quindi 
d*aj= le a',b',c' si cangiano nelle a,&, e moltiplicate per (dx)*. Perciò la (13) 
si scrive sotto la forma : 

M F-M sen(Po,P^) 

^'^ ^-%.C08HP.,P,)- 

E dalle (11) si ba per la velocità: 

h 



(W) V = 



C08(P, , P,) ' 
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E si conclude che : 

Quando un punto mobile percorre una traielloria qualunque nello spazio per 
effetto di una forza parallela coslanlemenie ad un piano fisso, questa è diretta- 
mente proporzionale al seno delP angolo fra il piano osculatore e il piano fisso 
ed inversamente proporzionale al raggio di curvatura ed al cubo del coseno del- 
l' angolo fra il piano normale e il piano fisso: la velocità è inversamente pro- 
porzionale a questo xdtimo coseno. 

Nei punti nei quali la direzione della forza diviene tangente alla traiettoria, la 
quantità B si annulla e la forza e la velocità divengono infinite : perciò se il mo- 
bile deve avere in ogni punto una velocità finita, la traiettoria non deve avere tan- 
genti parallele al piano fisso. 

Se la traiettoria è data come intersezione di due superficie, che non siano le 
cilindriche proiettanti, rappresentate dair equazioni : 

(14) S(a3,l/,2) = e(x,i/,z) = 



le velocità componenti saranno : 



di " Idy dz dz' dyj 



(*5) dt ^ Idz dx (te dzi 



àz .kT^S de di dei 
dt ^ Ldz dy dA dxj 

Infatti eliminando l fra queste si hanno per ^ , — gli stessi supposti che si trag- 
gono dalle equazioni differenziali delle (14). Moltiplicando queste velocità per una 
funzione arbitraria f delle coordinate, avremo velocità convenienti ancora al moto 
sulla traiettoria (14) : cosicché chiamando A,B,C i secondi membri delle (iS), 
otterremo per le componenti della forza acceleratrice le espressioni : 



M^^^^^^<'§]i'*'^-^-r 



<"» N = [*i*»f-cf]^ + B.M.f 



^=['^^^B§.cflr.e.«.r 
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arendo posto : 

dx dy dz 

Conoscendo dunque la traiettoria di un punto mobile, le forinole generali 
(I) , ni; , e (III) danno un numero infinito di sistemi di componenti della forza ac- 
celeratrìce in funzione delle coordinate del mobile. 

Bologna, 1880. 
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PAR 



F. GOMES TEIXEIRA 



Profesaear à l'Universilé de Coimbra (Portngal), 



VWWWWMV<^^«^<»W<«^«*'<^ 



Nous allons nous occuper dans cette Note de la recherche de Y expression ana- 
lytique de la dérivée de 1* ordre n de la fonction f(x). 

1. Dérivée de u=:f((f(x)). La dérivatioa successive de la fonction u = f{y)i 
étant y = f (x), donne : 






= uV 



^=uV + tiy' 



d»ti 



f^jit 



— = u"'y" + 3u"y'y" + u'y 



cl*u 



^ = ut-»'!/'* + 6t*"'j/'^" + Stt'Y" + WyV" + «V 



'iiM 



(«) 



On Toit, par analogìe, que 



d*tt 



= 2 Att« (y')* (!/')? (y"V . • . («(•O^ 



étant 



o + 2p + 3Y+...+nX = n , t=o + p + Y+...+X, 



(2) 
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Pouf démontrer cette formule, cherchons la dérivée d'ordre n + 1 : 

dx 



«t 






+ 



On Yoit que les exposants de y' , y" , i/'", etc. satisfont en chaque terme aui 
équations 

a' + 2p' + 37' + . . . = n + 1 , a' + p' + 7' + . . . = i + 1 ou = i ; 

et que le nombre des termes est égal au nombre des racines que la première des 
équations précédentes a plus que a + 2^ + 3^ + . . • = n, donc la formule (2) est 
vraie. 

Pour déterminer le coefficient A, nous poserons 

tt = 2/* , 2/ = 2c + X* + x' + . . . -f ac*, 
k étant entier et positif. Nous aurons 

^ " — ^ 1.2...h, Xl-2...htXl»2.../i3X... 
Où 

ft = ft, + hj f /ij -h . . . • 

Dériyant cette équation n fois et faisant ensuite x = 0» on rend nuls tous les 
termes qui ont des puissances de x dilTérentes de n, et Fon obtient: 

\(te*/«»o~^ l-2...h.xl-2.. .ftjX. . . ^ 

étant 

hi + 2fc, + 3^3 + . . . + nh^ = n , hi + ft, + fts + • • + K = *^- 

Mais la formule (2) donne 
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ou, remarquant que tous les termes oh k-i est difTérent de zèro sont auls, 

(??) = ^ A(t •2)^(l-2-3y ... (1 .2-3 ... n)^ X 1.2 ... fc 

étant 

A + 2? + 3-f + . . . = n. 

Le terme general de la somme précédente doit étre égal au terme general de 
la somme (3), parceque ici on donne à a , ^ ,7 , etc. les mémes valeurs qu*on 
donne en (3) à Ai , h^ » /i, , etc. donc 

1 -2 ... n 
■" l-2.3...axl-2...px...X(l'2)P(l-2.3)if...(|.2.3...n)^"' 

et 

cfj/' "" 2j 1-2.. .ax l-2...BX...Xl-2...Xx(l-2)P(i-2.3)Tf...(l-2...n)^ / ... 

a+2p + 3-f + ... + nX = n , <=a+ P + T+ ••• +^ 

On trouTe cette formule dans le Caletti DifTéreìiliel de H.'^ Bertrand démon- 
tré d'une manière differente. , 

2. Dérivées des fonclions simplex. Nous ailons appliquer cette formule à la 
recherche des dérivées des fonctions simples. 

1^ La dérivée d'ordre n de 1/ = [?(«)]"* est: 

,/«) - y 1 '2.,.n X mQn - 1) ... (m - 1 + l)(9^a;) V^)P ... (?<"^a;)^ . ^.< 
''^ -^ 1.2...aXl-2...px...Xl-2...Xx(l-2)P(1.2.3)t..(l-2-3...n)^ ^^^ 

i = a + p + Y+... + X , a-f2p-i-3'Y + .. .4- nX = n. 

Nous ferons bieutòt un usage important de cette formule. 
2® La dérivée d'ordre n de J/ = a^ étant z = ?(a;) est: 

,„) ^ y l>2...ne^(7,r(:z-f ...(is W)^ 

y ^ 1 .2 ... a X 1 -2 ... p X ... X 1 -2 ... X(l .2)P(l .2-3)^1 .2 ...n)^ 

30 2/ = senz donne : 

1 .2 ... n scn ('z + ^tf) (zO* («")'' ... (2<"')^ 

,M = y ^^^ il , r 

" Zjl.2...axi.2...px...Xl.2...X"(1.2)?(1.2.3)Tf... (1.2...n)* 
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On trouve de la raéme manière les dérivées des autres Tonctions simples. 

3. Queslion inverse de celle du n, 1. Les formulcs (!) donnent u^"^ exprimée 
au moyen d*un déterminant. 

En effet, en représentant par T„^| le terme general des coefllcients de u^'^en 
(i), qui sont donnés par la formule (4), il \ient : 



tlW = 



1 



M.i'Tf^i • • T„^| 



T... 







T«., T,., 











T,., T,.. T,., 



• • • 

• • • 

• > • 







du 



dx 



daj* 

d^u 
dx» 



T|i,i Tu j T,|^3 t . . T|(,«-i 



d^u 
doj* 



(5) 



Celie formule, que je crois nouvelle, est très importante parcequ'elle sert 
pour Taire le changement de la variable indépendente, c*est-à-dire elle donne les 
dérivées de u par rapport à y, quand u = f{x), j/=9(x) sans faire V élimination 
de X. 

4. Dérivées des fonctions inverses. La formule (5) sert encore pour trouver 
les dérivées de x par rapport à y quand on connatt les dérivées de y par rap- 
port à X. Alors on doit faire n = x, et il vient : 



d*x 



rfy* T,,,T,,,...T«,, 



T..I 







M,| M^t 



Tii.i T||^j 



• • • 



• • • 

• • • 

• • • 



'i>,«i>i 



1 





(6) 



ou 



^'^ _ / J-vlI-t "tl.tl-i '"11-1 . 11-» • • • M . 1 (^M 'Tg.t — Tt^t'Tj .i) 

dl/""^ ^ T,.,.T.,,.T,,,...T,., 



(1) 
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Par exemple, la déri?ée de 

1/ = are (sin = 2) , z = <f{x) 

sera donnea par la formule précédente, étant 



1 .2 ... n sen (z + y") (z')*(2")^ - (^^*^)^ 



'''"'' 1.2...ax l-2...gix...Xl-2...X('1.2f (1.2-3)?. ..(l-'2... n)^' 

5. Dérivée d*une fonclion de j)lusienrs foncUoiis de x. Nous allons chercher 
la dérivée d*ordre n de y, étant 

y = fOii , t/, , . . . Vi) , 1/4 = <p4 (ae) , 1/2 = 9i (J^), . . . t// ^ 9/(aJ) (8). 
Il sulTit faire quelques dérivations pour trouver que y^'^^ a la forme : 

et nous allons détérminer a,6,c,...,a,^,v,...,a',p',Y',... 

Tour faire ca nous allons particulariser , cornmc on fait en beaucoup de que- 
stions, la fonctlon donneo (8) faisant 

y = (1/4.1/,. u, . . . t/,)*. 

k étant une quantité quelconque plus grande que n, et Ton obtiendra ainsi : 

2/W ^ 2 &(fc - 1) ... (fc - a + 1) X fc(ft - 1) ... (4 - 6 + 1) X X 

X i/t*-«.t/,*-* ... X (WtO^-W)"^ - X iu^T' {Ut"f ... X 

Les quantités A , a , p , ... , a' , P' , ... , a , ò , e , ... , qui entrent dans cette 
formule sont Ics niémcs qui entrent en (9), et par conséquent pour avoir leurs 
yaleurs dans le cas general il suflit de les détérminer dans ce cas pai1;iculier. 

Pour faire cette détérmination. clierchonN' y^"^ par un autre moyen. 

La formule connue de la dérivée d*un produit donne: 



^ Zj1.2.../uxI-2.../i,x...^ *^ ^ *^ 



où Ton doit donner a ^, , ^^ > ^3* ^^^ '^^ valeurs entieres et positlves qui satìsfont 
VCL. XVIII. 39 
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à r équation : 

^1 + ^1 + /ij + . . . + /^i = n. 

En substituant ici les dérivées des puissances par leurs valeurs données par le 
n. 2 , l®f cas, on obtient : 

f 12 ...nxfc(fe-l)...(fc-a-f ])xk(k-b) ...(k-b+ 1) X ... . 

Ì1.2...axl-^...pX...Xl-2...a'/<l-2...p'x...Xl-2...a"+l-^2...p"X...X... i 
{ìhT'W)^ ... X {Ut'f'«f .» X ... Xn,*-^ ti»*"* ... \ 

\ >< (l.2)P-^?'-^?"^.-- (|.2.3P^''^7"-»-.- 

Olì 

a = a+p + Y+... , 6=:a' + p'4.Y'+... , c = a" + ^" + y" + ... , etc 

donnant à a , ^ , y,... , a' , ^' , Y»*-* I^s valeurs entieres et positives qui satisfont 
aux équations 

a + 2? + 3y + ... = ^1 , a' + 2p' + 3f + . . . = /^ . etc. 

La comparaison des deux yaleurs de t/^") donne maintenant le coefllcient A , 
qui substitué en (9) donne la dérivée de la fonction (8) : 

^^ 2j 1.2...axt'2...px...Xl-2...a'xl-2...p'x...X(l-2)P-»^P'+---(1.2.3p^'-^"'*---.^ 
étant 

m = a + & + c + ... , a-a-\-^ + y+ ... , & = a' + P'H-Y'+ ... , etc. 
et a , ^ , Y ' -" 9 ^' > ?' > Y' 9 ••' ^^^^^ Ics racines entieres et positives des équations 

a + 2^ + 3y + ... = ^1 , a' + 2^' + Sf + ... = A, , etc. 
où 7^, , 7^ , ... sont les r.icines de ì* équation 

^1 + ^« + ^3 + • • . 4- /^/ = n. 
6. Dérivée d'une équation. La formule précédente donne la déri?ée de réquation 
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£n effet, dans ce cas oa a 

m = a+b , a=a-i-p+Y,...,6=a' , ai2?+3Y ... = ^ , a'=7/, , A|+A,^n 
et par conséquent 

l-2...ax 1-2... px...Xl-2...Xx l-2...d' 

où Von doit donner à a' toutes les Taleurs depuis zèro jusqu'à n, et à a,^,')f,*.. 
les yaleurs qui satisfont à Téquation 

a + 2g + 3y 4- ... + nX = n - a\ 

On Toit par calte équation iodetérminée que X ne peui pas étre «up/^rieur à 
l'unite, et par conséquant l' équation précédente est du premier dégré en y"*K 

Coimbra 12 Janrier 1880. 
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2rT O T 



>o hi Ai/-;^E \v?iy:\z:jy\ m uva fo?.v>la c o^l: vatolìa 



i»i 



FRANCESCO GERBALOI 



A:r»ttifA\^TÒ la fc^guente formola sulle combina2Ìoni , fàcile per aliro a d.i^o- 

'•' (";"■■) =£,(-"'("')(":0 

dalla ^jiialc, ponendo m'=?i , r—n-i , in-m'=v , si deduce 

a 

Dinotando con S^^^ la somma dei prodotti formati dalle combinazioni X a a dei 
numeri l,2,3,..,,y, e ponendo per brevità di scrittura 

2;/-«)*^(?)»-=H.... 



siccome si ha 



CD = 5T ^ + ^^ « *""' •*- ^^» »"'•+• + Sv., i-^ + ... + S, J, 



cosi la (2) si può mettere sotto la forma 



(3) V ! y^^j = H^^y + Sy^4 H„^v-« + ••• + Sy^x Hn,v-x + ••• + S^^^.i H«^, + S^^v ^m* 
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in questa si supponga v < n ; in tal caso il primo membro si annulla : dico che 
in conseguenza tutti i termini del secondo membro sono nulli separatamente. In- 
fatti siccome la formola è vera qualunque sia v, e per v-0 il suo secondo membro 
si riduce ad H„^o> cosi si ha n^o = (come d'altronde è noto); per v = 'l quel 
secondo membro si riduce ad 11»^ + 11^,0» wia H;,o = 0, dunque n„j-0; per v = 2 
quel secondo membro si riduce a H„ 3 + 3H^ , + 2II„ ^ , ma 11^, - II„ = Oj dunque 
IIfi,2 = 0* Cosi vìa seguitando sarà facile dimostrare che qualunque sia a, purché 
intero positivo e minore di n, si ha 



n 

(4) H..._.= 2/-1)"-'(?)i"-' = 0. 



Nella (3) si supponga in secondo luogo v ^ n , allora tutti i termini del suo 
secondo membro, tranne il primo, sono delia forma Ua.n-'x ^ quindi si annullano, 
pertanto la (3) si riduce alla seguente 



(5) H-..=2;/-*)"''(?)*'=»' 



É questa una formola importante nell'analisi , e si presenta spontaneamente 
quando per due \\e diverse si esprime la 71* diflerenza finita di a^ ; essa, come 
pure la precedente, si suole anche dedurre dalla serie esponenziale; per mezzo 
della stessa La gran gè ha dato una semplice dimostrazione del teorema di Wil* 
son nella Teoria dei numeri. Applicando il ragionamento di La gran gè alla for- 
mola (4) nel caso di a= I, ed avvertendo che, se i< n, ed né un numero primo, 
pel teorema di Fermat si ha 

t-* -- 1 - Piti , 

dove p I è un numero intero 9 si trova che facendo variare i da 1 ad n — 1 i nu- 
meri Pi soddisfano ali* equazione 



2:(-ty(?)p.=»- 



Fondandoci sulla (4j daremo una nuova dimostrazione di una formola di A bel 
Abbiamo 



(*y ^jy(-i)*(«+/»r'=o- 
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perchè, se si sviluppa (I+Zi;^"*, il coelTiciente d*una potenza qualunque di I è della 
forma H^^n-a- ^^^ ^** ^^® segue è importante avvertire che la (4)' cade in difetto 

nel caso di p = , caso in cui il valore del primo membro è r. Si moltiplichino 

41 I 

i due membri della (4)' per y, — tvtt ; rr-.a'b*"'"' , si avrà 

(t-l)!(n-J-p)!fi 



si moltiplichi e si divida il termine generale di questa somma per (t+7^)!(n-(-/i)!, 
si avrà 

^ ^h (J+A)!(n-i-ft)! W(l-l)' (p-ft)!(n-(-p)!^ ^ ^'*^'^ ** " 



• 



= i (.;») C'J-') (V-?) <-"*(»*"' »' '-'-■ 



la questa si pongano successivamente per I i valori , 1 , 2 , ... , n - p e si som* 
mino tutte le eguaglianze cosi ottenute ; posto { + /i = t , si ha 



• • 



Immaginiamo ancora che si siano moltiplicati i due membri di questa per a^, 
quindi si sia posto successivamente p = 1 , 2 , 3 , . . . , n - I ; ciò fatto si sommino 
di nuovo tutte le eguaglianze così ottenute» si avrà 

S,^.É.(-')*(?)(V)G"-"Ì)«'-'»""-^'«'=«> 

se ora nel secondo membro dell'eguaglianza che precede si pone ancora p^^O. il 
suo valore non sarà nullo, bensì si avrà 



[ 



• Jpaf • 
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c sommando membro a membro quest'uguaglianza coir ultima scritta si ottiene 

0*0 

Ora osserviamo che per limite superiore dei valori di h si può assumere i-l 
invece di p; infatti, se p> i- 1, i termini che corrispondono a valori di h com- 
presi fra i— I e p sono nnlli, perchè s annulla il fattore (*7 ) ; se p ^ i - I , i 
termini che corrispondono a valori di h compresi fra p ed i 1 sono nulli, perchè 
s'annulla il fattore (qJ/). Poniamo inoltre p = /i + /c, e avvertiamo che, essendo 

ed n — I i limiti di p, ed essendo ed t - ! i limiti di h, saranno ed n - i 
i limiti della k che si introduce al posto di p. Ciò stabilito, possiamo scrivere 

o 

laonde, osservando che 







resta dimostrata la formola dovuta ad Abel 



fi 

(6) 2 ^5')a(a-ix)*-«(6+ix)"-* = (o+6)» 

O 

la quale sussiste qualunque sia x. Le altre dimostrazioni che Onora furono date 
sono tutte fatte coir uso del calcolo differenziale, tranne una inserita in questo 
stesso giornale, Voi. VI, e dovuta all'egregio mio prof. E. d'Ovidio, il quale ivi 
dà anche a questa formola un'estensione analoga a quella che Leibniz diede alla 
celebre formola ili Newton, ed incontra nella sua dimostrazione quest'altra identità 

*i n / \ 

(7) Y (-l)?n(n-n(n-2)...(n-p+1)(a+6)"-Px?=y (^(a-lx)'(a-^-tx)""^ 

O "^ 
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la quale potrebbesi anche dedurre dalla (5), scrivendo questa nel modo seguente 

(5)' 11X0^"*^*^''+^^^ = ^"'^'*^'' 



ni 
indi moltiplicandone i due membri per -r-r, ; — r? (^^ ^jP 6""'"P e prendendo la 

. p!n(n-i-f)l 

doppia somma di tutte le uguaglianze che se ne deducono col porre {=0.l,2,...,7i p 
e p = ,1 , 2 , ... ,n. 

Abbiamo visto quale sia il valore di H„^ quando v <?» e quando v = n; pas- 
siamo ora al caso v > n. 

Anzitutto dalla (3) nasce spontaneo questo teorema, che io eredo nuovo : 

Ogni numevo ìì„^^ è divisibile per n! 

Invero essendo stato dimostrato che f/„ „ » H«,i » //,,,2 i ••• ♦ ^^«,«-1 sono lutti 
nulli, la (3) si può scrivere più semplicemente cosi 

Da questa risulta che, se il teorema è vero per ff„^„ , ^«,11+1 » ••• flir,v-i > s'^* 
come tutti i termini del secondo membro riescono divisibili per n ! , cosi anche 
H„^y sarà divisibile per n!; ma il teorema e vero per //«,«, giacché //«,a = ^i'» 
dunque sarà pur vero per //«^n+i » ^#i,n+i • ••• ed in generale sarà vero per fl,,. 
Con ciò resta ad un tempo dimostrato che la somma 



2j/"^^ il(n-i)! 



è sempre un numero intero, ed in particolare è =0 per [À<n, ed è =1 per |/=n. 
Ora ci proporremo di calcolare fl,,,»^.» conoscendo tf„,,4+.a-f • Facciamo lipotesi 
(vera nel caso di a= 1) che si abbia 

ftfl.«-i = A, n*-' + A, n"-» + . . f A^ , 

dove A| , Aj , ... Aa si suppongono noti e sono numeri interi fratti; si vuol pro- 
varo che eziandio ^n,»^.» è della forma 

Iln.n^^ = (H -f a) ! /'„,a 
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essendo 



'«.a 



= Xon* + X,n*"* + ... +X< 



Osservando che si ha 



("r)=(?)+0-0=(?)+,f ^"-^'^ 



i+lV * / 



si deduce 
(8) 



"«+l,»+a-t ~ "ii,ii+a"T" «il "«i+1,ii+« 



e quindi per le ipotesi fatte si ha 



(8)' 



(n + 1) /»,+!,«-, = - (n + 1) ft,,, + (n + a + 1) /»,+,., 



chiamando h^,^^_, , h^+t^^ i due polinomii che si deducono rispettivamente da 
K,a-i ' f^n,a col Cambiare » in n+ 1- La verità delle ipotesi fatte sarà dimostrata, 
se proveremo che le quantità X, , X, , ... X^ si possono determinare in modo da 
soddisfare identicamente alla (8)'. A questo scopo ordiniamone i due membri ri> 
spetto alle potenze di n, il primo membro sarà un polinomio tutto noto della forma 

B„n« + B, n'-* + . . . + B^p nP + . . . + Ba , 

il secondo membro sarà ancor esso un polinomio di grado a in n, i cui coeflìcienti 
conterranno le Xo , X, , X^ , ... X, ; tali due polinomii devono essere eguali iden- 
ticamente, opperò conviene che sìeno eguali due a due i coeflìcienti delle stesse 
potenze di n ; ci6 dà luogo alle seguenti equazioni 

B, = 2aX„ 

B. = [(*!*) + a'-] X,+ (*a-l)X, 



(9) 






Ba = (I + a)(Xo + X, + X» + ... + X«.,) + aX,. 

VCL. XVIII. iO 
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Si hanno cosi ol + 1 equazioni di primo grado cui devono soddisfare le a -}- 1 
quantità X^ , X| , . • X^^ , dunque queste sono perfettamente determinate. In tal 
guisa oltre che abbiamo dimostrato Tasserto. abbiamo ancora dato il mezzo di cal- 
colare le Xq , X| , ... Xg^. 

Osservando che H^^n+a ' se a > , è nullo quando n = segue che il polino- 
mio /i„^4 deve essere divisibile per n, e quindi si avrà sempre Xa = 0, epperò l'ul- 
tima delle equazioni soprascritte diverrà 



(9)' 



B- = (!+a)(Xo + X|-fXj+. . . + Xa-i) 



e servirà a verificare i valori di X^ , X| , ... X^.i calcolati per mezzo delle equa- 
zioni precedenti. Con questo metodo , conoscendo H^^» = n ! , si possono ricavare 
successivamente per H,|^„+, , H„^n+, , ... le seguenti espressioni 

H«,»., = 2^ (-1)"-' (?) <•*• = (n + 1) I -|- 



H..... = 2, (- ')'■' (?) ""-' = (« + 2> ' "-^ 





H..^ = 1;^ (- 1)-' (?) t- = (n + 4) 1 !^^l^nL± 



30n» + 5n - 2) 



5160 



H..,., = É/- ^)*-* (?) *•*• = (« + 5) I "'^" ■" '^f,%; ''^ - '^ 



Queste stesse si possono ottenere col calcolo delle differenze finite (*). 

Ora se si fa capo alla (3)S è reso facile il calcolo delle somme dei prodotti 
dei primi n numeri naturali combinati 1 a 1, 2 a 2, 3 a 3, ecc. Invero se nella 
(3)' si fa V = n, indi si pone n - 1 in luogo di n, conoscendo H.., ^| ed H».,,, 



(^) Ofr. L acroi X. Tratte du Calcul diffirentiel el du Calcul integrai. Tome HI 
Cbap. II. 
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si ricava S„ , ; ponendo poi n — 3 in luogo di n, conoscendo H,.j,n_t , H„_,,„_, , 
^»-*,» 6<1 ^11,1 si ricava S„^i; ponendo n — 3 in luogo di n, conoscendo !!„_},,_,..., 
^a-t.ii > Sa,i < Sn,i si ricava S,,, e cosi di seguito. Si trova 



/ S,,, = in(n + 1), 



(11) 



S..» = À<«+ ^)«(»»- l)(3»» + 2) . 



SM = 48('»+')*n»(n-l)(n-5), 

S«.» = «Tlift (** + •)"(»* - 0(» - 2)(« - 3)(15n» + 15n» - lOn - 8), 



5160 



S. .= 



"'» = 71520 (" + ^^*"*^" - OC» - 2)(» - 3)(n - i)(3n» - n - 6) , 



l 



donde appare, e sarebbe facile dimostrarlo in generale, che S„,, si pud esprimere 
mediante un polinomio di grado ir in n. 

Conchiuderemo osservando come l'equazione 

abbia per radici i numeri naturali 1 , 2 , 3 , . , . , n, e quindi i suoi coefficienti 
Sfi.i I Sii,i > ••■ > si sarebbero potuti calcolare per altra via, essendo 'già note le se- 
guenti funzioni simmetriche 



2n» = Jn(n+1)C2n+l), 
y!n»=[n*(n+l)*, 



2 



n^^^nim- \){2n + l)(3?i* + 3n - 1) , 



2 n» = -^ n\n + I)'(2n* + 2n - 1) ; 



12 

ma noi qui preferiamo far uso delle formolo che somministra la teoria delle fun- 
zioni simmetriche per calcolare delle altre somme, in cui i numeri 1, 2, 3, ... , n 
entrano combinati in modo più complicata. Indicando rispettivamente con a^^a^Y, 
a^-f S , ... una combinazione qualunque binaria, ternaria, quaternaria, ecc. dei nu- 
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meri 1, 2, 8, -..,n, si ha 



2 a*?« = S,,,» - 2S,,, S„,, + 2S.,» 

Sa»? = S«,,* S„,, - S„,, S,,, - 2S,y + 4S..» 

S a^PTS = S,., S„,, - 5S„,, 

2 a*?»Y = S,,, S,,, -.3S„,, S,,, + 5S,,, 

2 a'p» = S„., S„,,t - 2S,,,' S,,, - S.,s S,,, + 5S„,. S,,, - 5S,,, 

in queste forinole sostituendo ad S^,* > S„ j , ... le loro espressioni (il) si trova 

2]a*p =-|-(n + J)»n»(n-l) 

2"'^ =j|^(n + l)n(n-;-l)(15n» + 2ln»-4) 



(12) 



2 "^^^"^ ^W)^''^'^ *^''**^" ~ ■^^^'* " ^'^^^'^* "'■*'*" ^''^ 



^^ «'Pt = tÌì (»» + !)'«*(« - !)(« - 2)(15ft* + 7n - 16) 

le quali espressioni^ colle ultime tre delle (11), credo die sieno qui date per la 
prima volta. 

Torino 9 Gennaio 1880. 
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DI UNA INTRODUZIONE ALLA TEORIA DELLE FUNZIONI ANALITICHE 
SECONDO I PRINCIPII DEL PROF. C. WEIERSTEASS 

COMPILATO 

dal Doti. S. PINCHERLE 
{Continuazione e fine vedi pag. 9S4) 



SEZIONE QUARTA 



LE FUNZIONI RAZIONALI E LE SERIE DI POTENZE. 



CAPITOLO PRIMO 
Le funzioni razionali e le somme di infinite funzioni razionali. 



$ I. Riassumo di alcufie proposizioni fondamentali sulle funzioni razionali. 

1. Alla fine della Sezione precedente abbiamo esposto le ragioni per le quali 
non sembrava opportuno lo stabilire a priori, per quelle funzioni che devono co- 
stituire il materiale deir Analisi , una definizione generale dalla quale scaturissero 
poi le proprietà fondamentali delle funzioni stesse ; e invece si è convenuto di stu- 
diare per prime le funzioni più semplici ossia formate colle operazioni aritmetiche 
elementari in numero finito : e da queste prime funzioni innalzandosi gradatamente 
alle più complesse, si giungerà al concetto generale di Funzione Analitica (*)• 



(*> Le fanzioni che da noi si diranno analitiche sono quelle definite da Cane by 
e Riemann dalla seguente proprietà: se te =^u i-iv ò funzione di jer = a; + ly, si deve 
avere : 

du dv 5t«_ dv 

dx~' dy ' dy^ dx' 
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2. Siano x^ jX^, - • Xa^n lettere cui si possono attribuire valori arbitrarli, 
reali o complessi, e su queste lettere e su numeri determinati si indichino, per 
mezzo dei rispettivi segni delle addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni e divisioni in 
numero finito. Tale complesso di operazioni verrà indicato con: 

K (Xf f Xf , , • ' XfJ l 

e per ogni sistema di valori attribuiti alle lettere od, , X| , . . . os^, 1* espressione R 
assumerà in generale , (cioè esclusi sistemi particolari di valori per le n lettere) 
un valore determinato calcolabile colle regole elementari dell* aritmetica. Il valore 
di B varierà col sistema dì valori attribuiti alle Xi ,2C2 , - . . x^, e T espressione R 
rappresenterà una funzione razionale di quelle n variabili. 

Si dimostrano negli elementi della matematica moltissime proposizioni rclatire 
alle funzioni razionali ; e qui conviene richiamarne alcune, sia perchè occorreranno 
in seguito , sia per porre in evidenza la loro analogia con altre proposizioni più 
generali sulle Funzioni che verranno enunciate più innanzi, ed ove non sia dichia- 
rato espressamente il contrario, si dovrà sempre intendere che le variabili possono 
assumere indistintamente valori reali o complessi e possono essere indifferentemente 
reali o complessi i coefficienti o parametri con cui sono costruite le funzioni. 

3. I. Se con 

si indica un sistema di addizioni, sottrazioni o moltiplicazioni in numero finito 
da eseguirsi sulle variabili x, , x, , . . . x,^, J si dirà funzione razionale intera di 
queste variabili , ed ogni funzione razionale delle variabili stesse si potrà sempre 
ricondurre alla forma 

li^^xi , Xf > • • • aj»; — rjz ^ «. \- 

IL Se J(x) è una funzione razionale intera del grado n di una variabile x, 
nulla per n + 1 valori di x distinti o coincidenti , la funzione sarà nulla identica- 
mente, ossia saranno nulli tutti i suoi coefficienti. 



Questa definizione generale di funzione può sembrare fondata sopra nna proprietà 
di carattere arbitrario, e la cui generalità non si può dimostrare a priori^ ed inolire 
easa richiede che le funzioni u e v siano scelte fra quelle funzioni di due variabili 
reali che ammettono le derivate parziali, mentre nello stato attuale della Scienza le 
funzioni di variabili reali atte alla derivazione non costituiscono una Classe che si 
possa esattamente delimitare : per queste ragioni tale definizione di Funzione Anali- 
tica non verrà adottata in ciò ohe segue. 
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III. Se J (x) , J| (x) sono due funzioni razionali intere di grado non superiore 
ad n che assumono lo stesso valore per n + ì valori della variabile, le due fun- 
zioni saranno identiche, cioè coincideranno nei loro coefficienti. 

IV. Se sono dati i valori che una funzione razionale intera del grado n deve 
assumere per n + 1 valori dati della variabile, la funzione è pienamente determinata 
e se ne possono determinare i coefficienti con un numero finito di operazioni ele- 
mentari. 

La determinazione dei coefficienti si può fare per mezzo dei determinanti, ri- 
solvendo un sistema di n + 1 equazioni lineari ad n + 1 incognite, o anche per mezzo 
della formola d'interpolazione di Lagrange: se con 

si indicano ì valori di a?, in cui la funzione deve assumere respettivamente i valori 

Po > Pi » ?t » • • • Pii 

e si indica con 

il prodotto dei binomii x-a^, escluso il binomio x - a^, la funzione J(x) è data 
dalla formola di Lagrange nella forma 

è facile verificare che questa funzione assume i valori dati ^j^ rispetto per x = ot;^, 
e che essa è del grado n ; essa non può dunque dilTerire dalla funzione richiesta. 
y. Se una funzione razionale intera di n variabili 

J {Xi , fl/i , . • . XfJ 

rispettivamente dei gradi Pi in X| , p^ in x, , ... p,^ in x„ si annulla nei posti della 
varietà a 2n dimensioni (X| , x^ , . . . a^n) dati dalla combinazione di uno dei valori 

0| > "I f "i I • • • W| 

per Xi , con uno dei valori 

^(1) o(^> a^^^ a(^*' 

per se,, con uno dei valori 
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per Xs , ecc e con uno dei valori 

per Xm, la funzione J sarà identicamente nulla, e se due funzioni razionali intere 
di n variabili 

J [Xi , X^ j • • • 35,1) 9 J| [Xi ì Xx > • • • 0B|,) 

di grado non superiore a Pi in or, , a p^ in x, , . . . a p« in x^, sono eguali nei 
Pi » Pi • • Pa posti citati, le due funzioni J e J, sono identiche, ossia coincidono nei 
loro coeflicienti. 

YI. Come si è già osb^ervato, ogni funzione razionale si può porre sotto la 
forma 

'^[x^^XxJ . . .Xn)-j . 

dove J e J, sono due funzioni intere: e la funzione R ha un valore unico deter- 
minato per ogni sistema di valori di x, , x, , . . . x^^ che non annulla il denomina- 
tore J|. Per i posti che annullano il denominatore J,, la funzione prende la forma 

- ^ secondo che J è diverso da zero zero negli stessi posti ; nel primo caso 

la funzione è infinita: nel secondo caso la forma ^ può dipender da un fattor co- 
mune ai due termini J e Ji che si annulla nei posti considerati e si può sopprimere: 
oppure la forma 7 non dipende da un tale fattore , e allora i posti suddetti sono 

posti dMnteterminazione per la funzione. 

4. Dal semplice teorema sullo sviluppo della potenza intera e positiva di un 
binomio si deduce facilmente la formola 

(1) J(aJ + l/) = J(x) + l/Jf(x)+l/*J,(x)4-...2/*.J^(x) 

posto che J(x) sia una funzione razionale intera di grado n in x, e indicata con J| 
una funzione di grado 71 ~t pure razionale intera in x. 

Segue da una definizione data nella sezione III che J| si potrà dire la derivala 
di J(x), e scrivendo 

J|(X) = J'(X) 

e indicando con 

J"{x) la derivata di J'(^), con 

J'"(x) quella di J"(x) , . . . con 

J^^^x) quella di J(»-'^(x) , 
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si ha dalla (1), con una deduzione semplicissima, 

(•2) J (a; + 1/) = J(x) + i/J'(a;) + y ^^ J"(x) + . . . + |-;|^ J<«)(a;). 

Analogamente, se J(x, «x,, . . .ac;„) è una funzione razionale intera delle n 
variabili a?, , x^ , . . . x^ si può scrivere 

(3) J (X, + i/i , X, -F j/j , x„ -h yj = J(x, , Xj , . . . x„) 

"^ 2/l''li \*^« J *^i > • • • ^n' "^ UìTiì v^i » Xj , . . . Xf^) f ... l/rtiftì (X| ) Xj i • • • X^,) + 



dove il secondo membro consta di polinomi omogenei di gradi 0,1,2... in 
!/i 1 2/2 « * - • 2/ji« ì cui coeflicienti sono polinomi in x che si potranno dire (per una 
definizione data nella sezione 111 e air infuori di coeflicienti numerici) le derivale 
parziali del polinomio J. 

S. Sia J(x) una funzione razionale intera di grado n senza termine noto : 

J(x) = a,x + a^x* + . . . + ((„x" ; 

se g indica un numero positivo maggiore del massimo valore assoluto o modulo 
delle a, , a^ , . . . , a^, si avrà, (posta al solito I^i| = mod. a) 

ora preso un numero positivo arbitrariamente piccolo s, si potrà sempre determi- 
nare un valore di \x\ = 5 tale clie per \x\ < S sia 

e con ciò si dimostra la conlinuilà della funzione J(x) nell* intorno di x = 0. 

Sia ora una funzione razionale intera di una variabile J(x;, ed Xq un valore 
qualunque di x. Si può porre 

x = Xo + 2/, 



e per il n. precedente 



J(x) - J(Xo) = y J'(Xo) + ^ r (aJo) + 



■ « • 



ossia riguardando y come variabile, si torna al caso precedente e si può, preso 6 ar- 
bitrariamente piccolo, determinare un valore S tale che per \y\<ò sia |J(x)-J(Xo)l<6, 

TOL. XVIII. A* 
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il che dimostra la continuità delle funzioni razionali intere di una variabile per tutti 
i valori della variabile. 

Sia J(sc, , X2 , ... , a;J una funzione razionale intera di 71 variabili senza ter- 
mine noto è indichiamo con /*,. un polinomio omogeneo di grado r in x,,X2,...,ac,: 
si potrà scrivere 

Si indichi con |a|, come si è già fatto, il valore assoluto modulo del numero a; 
e si scriva /). ponendo in evidenza in ciascun termino il coeDlciente numerico del 
termine corrispondente nella potenza (as, + acj + . . . + x„y ; indicando con r/^ un 
numero positivo maggiore del modulo del massimo coefficiente di /). diviso per il 
relativo coefficiente polinomiale, si avrà 

ed essendo g un numero maggiore di tutte le r/,. e $ la somma a;,| f JaCjI I-. -flxj, 
che è lecito supporre inferiore all'unità, si avrà : 

!J(x, , aj, acj | < flf(S + S* -H . . . + S*™) < ol 



i-r 



Preso un numero s positivo piccolo ad arbitrio, si potranno sempre prendere 
x*|| , IcCjI , \Xn\ tanto piccoli che sia 

.75 



1-5 



<e, 



e con ciò è dimostrata la continuità della funzione J nell'intorno del posto 

Sia ora un posto ((/| , a^ , ... , a„) qualunque; si potrà sempre porre 

aJi = «i + 2/, , a;t = a, + 2/i ^^n^'^n'^Vn 

e scrivere per la (3) del n^ precedente 

J(x, ,03,, ... , x„)-J(a| .Oj, ... » On) = 2/1 Jll+l/»J|t+'-+l/»J|i« + ...; 

ossia il secondo membro essendo una funzione razionale delle y senza termine 
noto, si potrà prendere le (ce, - Jj) , (x, - a^) , ... , (05,» - a^) tcanto piccole che sia 

J (CZ/| , 0/2 , • . . , X„) — J (Cl| , (7, 9 * * • 9 ^«) 

minore di qualunque quantità data. 
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p 

Sia R- r: una funzione razionale fratta; se AP , AQ sono gVincrenienti di P 
w 

e Q quando le variabili X| , x^ ,..., x^ divengono X| + /i| , x« + A tv* ^n + If-n^ si ha 

P+AP P QAP-PAQ 

ora se per il sistema di valori Xi jX^ , ... jX„ il denominatore Q assume un va- 
lore diverso da zero, si potranno rendere AP e AQ tanto piccoli che AR sia pic- 
cola quanto si vuole ; il che dimostra la continuità delle funzioni razionali fratte. 

$. II. Le somme di infinite funzioni razionali. 

6. Riassunte cosi le proprietà generali più semplici delle funzioni razionali, 
dobbiamo intraprendere uno studio dello funzioni formate nel modo più semplice 
colle razionali. 

Sommando o moltiplicando più funzioni razionali, si ritrovano funzioni razio- 
nali Anche il numero dei sommandi o dei moltiplicandi è finito : e si tratta di stu- 
diare quali funzioni si ottengono sommando o moltiplicando inGnite funzioni razio- 
nali. Ci limiteremo per ora al caso della somma di infinite funzioni razionali di una 
variabile. 

La teoria delle somme dì infinite funzioni razionali costituisce, anche in casi 
particolari, un argomento assai difficile di cui daremo quei teoremi generali che ci 
serviranno in seguito. 

7 . Sappiamo dalla sezione P, (n® 54) che la condizione necessaria e sufficiente 
aflinchò la somma di infiniti numeri a^^ abbia un valor finito è che abbia un valor 
finito la somma dei moduli \a„\ di questi numeri. 

Se con 9n(x) si indicano infinite funzioni razionali, si potrà definire una fun- 
zione f{x) dalla condizione che il valore di f{x) sia per ogni valore x^ di x, dato 
dalla somma 






«=• 



e la condizione necessaria e sufficiente perchè questa somma abbia un significato 
nel senso stabilito nella sezione I* è che sia finita e determinata la somma 



indicato al soliCo con |?a'x,)| il modulo di ?a(x,). 
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L'insieme dei valori Xq di x sui quali e verificata la condizione precedente si 
dice costituire il campo di eoìiverfjcnza delia somma o serie f(x). 

8. Si è già detto (Scz, P, n® 50) che una somma di infinite quantità (o serie) 
si dice convergente quando posto 



n 



S|, = 2]«r 



00 



r=\ 



r=| 



è possibile, preso un numero e piccpio ad arbitrio determinare un numero N cor- 
rispondente ad E e tantp grande che per n > N sia sempre 

|S-SJ<6. 

Cosi in particolare la serie l9„(Xo) è convergente per x = a5o se preso un nu- 
mero £ piccolo ad arbitrio sarà possibile trovare un numero N tanto grande che 
per tutti i valori di n > N sia 



OD ** 



<s, 



ossia 



00 

2 ?» (aJo) 



n-»-i 



< 6. 



Se la convergenza si verifica per vari valori di x : aCo , flCi , ... , si avrà corrispon- 
dentemente ad un numero determinato z un valore No tale che sia, per n>No 



00 



<f e» 



«+I 



un valore N, tale che sia, per n > N, , 



00 



Se questi numeri N,, , N| , ... cosi definiti per un valore fisso s e per i valori 
Xq , a?! ,... di X hanno un limite superiore finito N. allora per tutti r valori n>N 
e per tutti i valori Xo , x, .... del campo di convergenza sarà 



00 



< s, 



»M-| 
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ed entro quel campo la serie si dirà convergente in egiial grado. Nel caso che non 
esista un tal limite superiore finito N, la serie potrà essere convergente nei punti 
di quel campo, ma non si potrà dire convergente in egual grado. 
Si dirà dunque che una somma di inOnite funzioni razionali 

2 9,(0?) 

è convergente in egual grado entro un certo campo se preso un numero s piccolo 
ad arbitrio esisterà un numero N corrispondente ad s e tale che per tutti i valori 
di X compresi entro quel campo e per tutti i valori n > N sia 



r-i r=t 



II campo entro cui vale la proprietà della convergenza in egual grado può es- 
sere una varietà a ^ dimensioni (area piana), o ad una dimensione sola (porzione 
di linea) nel campo che rappresenta la variabile complessa x; il concetto di con- 
vergenza in egual grado si può quindi applicare anche a funzioni di una variabile 
reale (*). 

9. Una somma di inQnite funzioni razionali convergente in egual grado entro 
un certo campo rappresenta entro quel campo una funzione continua. 

Dimostrazione. Abbiasi la serie 



00 



fix) = y 9n (X) 



convergente in egual grado entro un campo G entro il quale tutte le 9a(x) si man- 



(*) Limitandosi a soli valori reali della variabile si può dimostrare la segnante 
proposizione, che non appartiene alla presente teoria, ina che dà una importante appli- 
cazione della convergenza in egual grado: Se Z(f^{x) è una serie di funzioni conver- 
genti in egual grado pei valori reali di x compresi fra x^a cà x = b si potrà in- 
tegrare la serie termine a termine fra dne limiti a e & o compresi fra a e ò; tiioè, posto 

/•(^)=.S9„(a;) 

e posto che f{x) sia una funzione integrabile, si potrà scrivere 

fb' ^ fa' 

j f{x) àx— 7,1 9^ (a;) dx y per a< a' <V <h. 
(Cfr. Dini, Tum. di variab. reale). 
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tengono finite; dico che nell'intorno di qualunque posto Xo del campo C la fun- 
zione f(x) è continua. 

Per ipotesi, essendo e un numero piccolo ad arbitrio, si potrà sempre trovare 
un numero N tanto grande che per n > N e per tutti i valori di x presi entro il 
campo C, sia 

00 ♦* 



5] ^r (a?) - 2 ?r (») 



<0 



c posto 



00 ♦» 



e indicando con x^ ed x due posti dell'interno del campo C, si avrà 

|R„(x)|<o , |R„(xo)|<a 
e quindi 



Ma le funzioni <t^{x) essendo razionali sono continue, per cui si può sempre pren- 
dere |x — XqI tanto piccolo che sia per tutti i valori di r da 1 ad n 

I 9^ (X) - 9^ (Xo) 1 < o' 

dove g' e una quantità presa piccola ad arbitrio Si avrà cosi 

n n 

2](9r («) - 9r ("Ko)) I < 2 I '<• (a!) - ?, (».) 1 < no' 



n 



I f{x) - f{x,) 1 < 2] I T,(x) - ?,(».) I + 1 R,(x) - R,(a .) I 

ossia 

I r(aj) - /'(Xo) 1 < no' + 2a. 

Si prenda ora un numero e piccolo ad arbitrio, si potrà prendere o inferiore ad 
j e determinato o, determinare indipendentemente il valore N tale che per n > N 

4 

e per tutti i valori di x presi nel campo C, sia 
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(teterminato n, si determina g' in modo che 

* 

£ £ 

no' < - ossia o' < — , 
2 2h 

talché risulta per Ix — Xq] abbastanza piccola 

dove 6 è un numero piccolo ad arbitrio. La funzione f{x) è dunque continua entro 
il campo C , e. d. d. 

10. Le serie convergenti in egual grado [)ossono essere utili anche nelle ap- 
fdicazioni numeriche dell* analisi ; si osservi, infatti che in una tal serie si può 
Fissare a priori il numero n di termini da sommarsi per avere la somma della 
serie con un determinato grado di approssimazione ; mentre per le serie non con- 
vergenti in egual grado se si vuol la somma della serie colFapprossimazionc deter- 
minata di jTT , per certi valori di x possono bastare pochi termini a raggiungere 

tale approssimazione mentre per altri valori potrà essere necessario un numero di 
termini molto maggiore. 

Una definizione analoga della convergenza in egual grado si può dare anche 
per le serie di più variabili ; una serie 



OD 



r=i 



si dirà convergente in egual grado entro un certo campo C di valori di x ,y ^ z 
se preso un numero e piccolo ad arbitrio si potrà trovare un valore N valido per 
tutti i sistemi di valori (a , y , z) del campo C e tale che per m > N sia 



oo »~ 



2] ?r(^ » y » ^) - S 9r(aj , y , 2) 



< 6. 



CAPITOLO II. 
Le serie di potenze. 



§. I. Primi teoremi sulle serie di potenze. 

11. Fra le serie i cui termini sono funzioni razionali di una o più variabili, me- 
Titano speciali considerazioni quelle i cui termini sono della forma 

Cy x"* ovvero c^^^ x^ y^ z^ 
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dove X , |ji , V sono numeri interi e positivi : queste somme verranno dette serte di 
potenze ed indicate con 

c o 

P(ac) =2] Ov»* . P(a5 . y . 3)=5] ciii» as^ y'' a* ; 

o 

esse offrono la generalizzazione più naturale delle funzioni razionali intere. 

La condizione necessaria e sufficiente aHinchè una somma di infiniti sommandi 
abbia un valor finito (nel senso stabilito nella Sezione V) è che la somma dei mo- 
duli dei suoi termini abbia un valor Unito Ciò posto, se per un valore x = a la 
somma 



qp 



r^X^ 



non ha un valor finito, la somma stessa non potrà certamente essere finita per tutti 
i valori di x il cui modulo \x\ sia > \a\ : se dunque nel piano della variabile x si 

descrive un cerchio di centro x^O e di raggio |a|, per tutti i punti del piano esternr 
alla circonferenza del cerchio la serie Ic^x"* non potrà avere un valor finito. 
Questa considerazione è svolta nei teoremi che seguono. 

ri. Teorema I. Se £c. x^ è una serie di potenze, e si può irovare un m- 

1 

mero positivo a tale che per tulli i valori di v a partire da un cerio indice (che 
si può senza restrizione supporre anche eguale ad i) l'espressione 

si mantenga inferiore ad un numero assegnabile positivo Eq la serie preccdeìile 
avrà un valor finito per tutti i valori di x il cui modulo sarà inferiore ad a. 
Dimostrazione. Si indichi con ^ il valore assoluto modulo di x, e sia l<(i- 
SI ha per ipotesi 

|Cv|a''<(/ (v = l , 2, 3 , . . . , 00) 

da cui 

icj?»<ff(|y 



e sommando a tutti i valori di v, 



2icvI5*<ì;|]Q) =ff^. 
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ma essendo S<a, T ultimo membro ha un valor finito, e quindi è lo stesso di 
Zr^x* per |x|<a, e. «J. d. 

Lo stesso teorema vale anche per le serie di potenze di più variabili : nel caso 
di tre variabili, si può dire : 

« Se 



Zi^Xi.yt^y^Z''* 



fi è una serie di potenze di tre variabili, e si può trovare una terna di numeri po- 
» sitivi a , ^ , if tale che per tutti i valori di X , y. , v a partire da X = jjl - v = 1 
a sia 

B dove 9 è un numero finito positivo, la serie sarà sommabile per tutti i posti 
» (x j y y z) tali che sia contemporaneamente 

pel < a , |3/1 < P , I2I < Y. » 

DiHOSTRAziONE. Si ha per ipotesi 

1 1 1 

se 1 2/ » 6 un posto talo che chiamando 



sia 



sarà 



»l = 5 , 1/1=1 . |2|=!: 



5<a , >]<p , C<Y, 



•'>..'^'''^<»(iy(i)'G)'' 



e sommando a tutti i yalori di X , |t , v , 



S.ow5','.'<. s (|)'(p'(iy=jj^^5|M_-. 



L* ultimo membro essendo finito per ipotesi, sarà finita anche la serie dei moduli 
rou XVIII. 42 
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è quindi la serie 

per tutti i valori {x ,y , z) tali che • 

N^a , lj/l<? , IzI<T- 

Nel caso di una variabile sola, si può dire che la serie Sc^x^ è convergente 

e sommabile per tutti i punti x deiriiiterno di un cerchio dì centro a; = e di 

raglilo a. Questo cerchio si dice cerchio di converifenza, e si dirà cerchio vero 

di convergenza, se inoltre per tutti i punti x esterni al cerchio la serie noa ha 

un valor finito. Per le serie di più variabili si può dire che la serie è finita per i 

valori di x,y,z che si trovano contemporaneamente entro i cerchi descritti nei 

piani delle tre variabili dai centri o con raggi a , ^ , y. 

le I 
Teorema II. Se in una serie SCyX* il rapporto , ■ «< manliene o partire 

da nrt cer(o valore di v {che si può senza restrizione supporre eguale ad l) in- 
feriore ad un cerio numero positivo k, la serie sarà certamente convergente entro 

tutto il cerchio di raggio r. 

Dimostrazione. Si ha per ipotesi 

kvl </c-lc^.|| 

da cui, facendo v = l , 2 , 3 , ... , v e moltiplicando, viene 

I e J < A;^ I Co I 



e quindi 






ICj-Tv- <|CoI. 



Esiste dunque n ore -^ positivo tale che per tutti i valori di v il prod o 

ci — 

si mantiene inferiore ad un numero finito positivo Icol, e quindi (teor. I), la serie 
è finita per tutti i valori di x tali che sia 
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Corollario. Se il rapporto — ^ si mantiene a partire da un certo valore di 

V inferiore ad un numero e arbitrariamente piccolo, la serie sarà convergente in 
un cerchio di raggio arbitrariamente grande, ossia per tutti i valori finiti di x. 

13. Data una serie £c^a;^, se dal punto x = con raggio qualunque descri- 
viamo una circonferenza, si potranno dare tre casi. 

a) per i valori di x interni al cerchio la serie è finita, e non lo è per i 
punti X esterni al cerchio: allora il cerchio descritto è il tcro cerchio di con- 
vergenza. 

6) per i valori x interni al cerchio la serie ha valori finiti, nia ha valori 
finiti anche per punti x esterni al cerchio stesso: allora il cerchio è un cerchio 
di convergenza ma è inferiore al vero cerchio di convergenza. 

e) per tutti od alcuni valori x interni al cerchio la serie non ha un valore 
finito; allora il cerchio è maggiore del vero cerchio di convergenza, il quale si 
può in questo caso ridurre anche ad un sol punto. 

L'esistenza del vero cerchio di convergenza e la possibilità di determinarne il 
raggio sono dimostrate dalla segu*ente proposizione : 

Teorebìa III. Se una serie 2ic^x^ si sa essere fiiìila per valori di x abba- 
stanza piccoli, e non finita per valori di x maggiori ia valore assolalo, esisterà 
necessariamente un vero cerchio di convergenza per la serie. 

Dimostrazione. Pongasi 

S(a;) = 2;cvcc\ 
e si formino i valori 

(1) S(0) , S(l) . S(2) , S(3). 

Essendo la serie finita per valori di x abbastanza piccoli e non finita per va- 
lori maggiori, si troverà fra i valori (1) un primo valore non finito; e sia S(77i+1), 
mentre S(m) ha un valore finito. Si formino allora i valori 

(2) S(m) , s(m + ^) , s(m + ?) , . . . , s(m + '*.^) . S(m+1) 

dove a è un intero qualunque maggiore d'uno : si troveranno fra questi valori due 
termini consecutivi 

il primo dei quali sarà finito e l' altro non finito ; si considererà poi la serie di 
valori 
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fra questi se ne troveranno due consecutivi Tuno finito e Taltro non finito 

e cosi via. 

Da questo procciJimento risulta dcpiailo un numero di cui si possono determinare 

di mano in mano gli elementi (anche decimali se si vuole , prendendo a=^10}. Questo 

numero 

. tu. IH* IH* 

a a* a* 
sarà finito se è finito in, infatti si ha 

m, - nu ì m. 1 

1. ^ 4 *. ^ _ ^ ^ 

a ' a* a a* a* 

da cui 



Va a* / a - 1 



Inoltre A sarà il raggio del vero cerchio di convergenza. Infatti preso un numero 
E piccolo ad arbitrio, si potrà sempre prendere n tanto grande, che sia 

A-A^<6 

posto 

A« = m + — * +-^+ ... -f ; 
" tt a* a 

ma per A,» la S(AJ ha un valor finito per la costruzione del numero A« stesso; 
e se B è un numero positivo qualunque > A, si potrà sempre prendere n tanto 
grande che sia 

ma per A + -;, la serie non ha un valor finito, dunque essa non ha un valor finito 

neppure per ac = B. 

Il cerchio di centro a; = e di raggio A sarà dunque tale che per tutti i va- 
lori di X interni ad esso la serie sarà finita, e non finita per i valori x esterni 
al detto cerchio. 

Le serie di potenze sono di tre specie : o per tutti i valori finiti di x la serie 
ha un valore finito, ossia la serie è scìnijre convergente e il raggio del vero cer- 
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chio di convergenza è infinito : tale è la serie 

la serie non ha un valor finito per alcun valore di x, ad eccezione di x = , 
ossia il vero cerchio di couvergenza ha per raggio ; tale é la serie 

1+x-r l-2x* + 1-2.3 a^+ . . . +nlx*4- . . . ; 

infine la serie ha un vero cerchio di convergenza finito e diverso da zero, come 
la serie 

n(n-i) , n(n-1)(n-2) , ,. 

che ha per raggio di convergenza T unità. 

14. Teorema IV. Se ÌL è il raggio di convergenza di una serie di potenze 
£c^x^ ed r è un numero positivo inferiore ad B di lanlo poco quanto si vuole, 
la serie sarà convergente in ugual grado in tutto V intemo del cerchio r. 

Dimostrazione. Si prenda e piccola ad arbitrio ; n potrà sempre prendere n 
tanto grande che sia 



00 



perchè r < R per ipotesi. Ma per ^ < r si ha 



SfCvU^ 



< 8 



e quindi a foriiori, se g=:|x| , 



|2]c,x^|<e, 



il che dimostra la convergenza in egual grado della serie Zc^x^ per tutti i valori 
di X il cui modulo è 

|x| <r, 

ossia entro tutto il cerchio r. 

IS. Lemma. « Se mi , m^ , . . . , in^ sono numeri interi positi \i o negativi, e 



1 
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« si ha la funzione razionale 

F(a;) = Ao + A, x"'« + A» x"'^ + . . . +-A^a5'"' , 

» e si indica con L il limite supcriore dei valori della funzione peri valori x a\enti 
» uno stesso modulo E, si avrà sempre 

lAo|<L ». 

Dimostrazione. Pongasi 

x = 5ft» con 161 = 1 ; 

e si considerino le equazioni 

queste essendo in numero finito, a\ ranno un numero finito di radici, percui si potrà 
sempre assegnare a 6 un valore 0^ che non soddisfi ad alcuna delie ?* equazioni 
precedenti. 

Si formi allora 

F(5) =Ao + A,r* + A,r'*+...+A,5"'' 

F(50o) = Ao + A, 5*"* C* + A, r* C^ + . . • + A, r^ K"^' 
F(56o*) = Ao + A, 5""* •o^'"* + A, r« 0/*"* + • . . + A^r^ 0^^^' 



F (50o»-') = Ao + A, r * »,<""')'"• + A.St'''* »o^'^"*^*"«+...+A,r^ e,("-*^"*' 
da cui, sommando e dividendo per n 

v«ii-i . nwi- _ ^ nm 



„ Z, F(5», )-A. + ^A.5 «. +./»5 „^ + 



t-0, * 1-6, 



n?n. 



...+ÌA,r'*-^--. 



" l-O/"' 



'0 



Il modulo del primo membro è inreriore ad -•nL, ossia ad L, dunque sarà 
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tale in valore assoluto anche il secondo membro, e si avrà 






1 - 0,-' 



1-0. ' 



<L, 



indicando con G una quantità che non può crescere indeflnitamente in valore 
assolato 



A. + i C 
n 



L. 



Bla si ha evidentemente 



A. -fio 



>ÌA.|-,*|C|; 



ora se fosse 



|A„I>L, 



si potrebbe sempre prendere n tanto grande che sia anche 



1 



|Ao|-^IC|>L 



e quindi a forliori 






Ao + ^C 



>L, 



contro ciò che si 6 dimostrato ; sarà dunque 

|Aol<L, 

e. d. d. 

Teorema V. Se § è un modulo di x inferiore al raggio R di convergenza di 
una serie Ic^x^ ed L è il liniile superiore dei valori assolali di questa serie sulla 
circonferenza di raggio $, si avrà per lutti i valori di v 

Dimostrazione. Si abbia la serie 
e si moltiplichi da ambo le parti per x"^, viene: 



Sx"^ = Co X"^ + Ci X"^"^* + . . . + Cy + Cv+.| X + Cv+s AB*. 



)( 336 )( 

Preso un numero t positivo arbitrariamente piccolo, si potrà sempre prendere 
tanti termini nel secondo membro che i rimanenti diano una somma inferiore ad 
e in valore assoluto ; e ciò (teor IV) per tutti i valori di x il cui valore assoluto 
è < S. Sarà quindi 

tjQD ^^ CqGD t" C|SC "T" • • • i Cy "T" Cy^f oc T • • • "T ^v+n •*' * 

dove t' è una quantità inferiore ad e in valore assoluto. 

Sia ora L il massimo valore assoluto di S per |a;I = S, il massimo valore asso- 
luto di Sac""^ sarà L5"^, e sì avrà per |x| = 5 , 

Ic^'"' H- 0,05'^"'' + •.. + Cy + Cy^^x + ... + Cy+^x* + e'I < L4"^ 

onde a foriiori 

ICoX"^ + CiX"^*' + ..• + Cv + Cy^iX + ... + c^^^\ < L5"^ + £. 

Risulta da ciò e dal Lemma precedente che sarà 

|cj< 15-^6; 

ma in questa diseguaglianza |Cyl ed LS~^ hanno valori fissi, e è arbitrariamente pic- 
colo, onde sarà 

ossia 

e» d« d. 

Osservazione. Proposizioni analoghe al teor. lY e al teor. Y valgono perle 
serie di potenze di più variabili. Cosi se L è il massimo valore di £ c-^^o^y^z^ 

per i sistemi di valori di x , y , 2 pei quali |xt = a , |y| = ^ , |z| = y , sarà 

$. IL Delle serie doppie, e detle irasformazioni nelle serie di potenze. 

16. Abbiansi infinite serie di potenze, che dinoteremo con 

?«(a) = c«,o+c«,»x + c,^,,x«+ 

dove si può fare n = lr2,3,...,oo:e alcune di queste serie siano anche ri* 
ducibili a polinomii. Si può domandare sotto quali condizioni la somma di queste 



i 
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infinite serie 



00 



X '«(^) 



n=l 



si potrà trasformare in un^unica serie di potenze 



00 



Sa. 



x" 



convergente entro un determinato cerchio, posto che sia 

A questo oggetto si può dare la condizione suOiciente enunciata nella seguente 
proposizione. 

Teorema VI. Se 

n 

è lina somma di wfinile serie di potenze, ed indicliianìo con 9„(x) ciò che di- 
venta la serie 9,j(x) soslituendo ai coefficienii c„^^ i loro valori assoluti Ic^,,!, la 
somma (l) si potrà trasformare in un unica serie di potenze 



(2) 21^vX% con A, = 2] e», 



.V 

n 



quando si sappia che esiste un valore positivo a pel quale è convergente la 

00 

2 9^ (a); e la ilA^x^ sarà convergente entro un cerchio di raggio a, 

n 

Dimostrazione. Bicordìamo anzitutto che nella prima Sezione si è dimostrata 
la seguente proposizione, che vale tanto por le somme di infiniti termini positivi, 
quanto per le somme di infiniti termini complessi : « Condizione necessaria e sufTl- 
a ciente aflinchè una somma di infiniti termini riesca sommabile , è che estratto 
tt un numero finito qualunque di questi termini, esista un numero finito positivo M 
a costantemente maggiore in \alore assoluto della somma dei termini estratti ». 

Ciò posto, sia a un valore positivo percui la 



00 



S = ^?,(a) 
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riesca finita. Questa serie è la somma dei numeri positivi 

I Ci..v I a' 

per tutti i valori dei due indici ti, e v : cioè S è un numero composto di tutti di 
elementi che entrano in essi numeri Ic^Ja^. Si potrà quindi, per il teorema ri- 
cordato, trovare un numero M tale che sia 



(3) M>y |c,.ja^ 



dove con S„^v indichiamo la somma di un numero qualunque ma finito di termini 
estratti fra i \c„Jay. 

Si ponga ora un valore x il cui modulo i sia inferiore ad a, e si consideri 
la somma 



2 

«.V 



^fl,V«^ 



di un numero qualunque ma finito di termini estratti fra i c^^yX^. Si avrà per il 
teorema sul modulo di una somma: 

e quindi a forliori per la (3) 



M> 



y. 



'»,v 



^n,v® 



e questo, per il teorema ricordato, basta a dimostrare che la somma degrinfioiti 
numeri c„^y,x^ ha un valor finito: pertanto in virtù dei teoremi della Seziono l'i 
termini di questa serie si potranno aggruppare come si vuole, e si potrà scrivere 



.ndiiTerentemente 
1 



V (c„,o + c„^, X + c„,, X* + c„^5 x' + . . .) ossia 2 9^ (x) ; 

n fi 

oppure 

V (c^^v + c,^v + ^9,i + • . .) «' ossia V A^ x^ ; 

V V 

adunque sotto la posta condizione la serie doppia o somma di infinite serie di pò* 
tenze si può trasformare in un'unica serie di potenze, e. d. d. 
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17. In modo del tutto simile si dimostra lo stesso teorema per serie di più 
variabili. Il teorema si enuncia in questo caso : 

Se si ha una somma di infinite serie di potenze 

S9n(x. y,z) 
fi 

e per un sistema di numeri positivi a , ^ , y ta serie 

n 

risulla convergente^ indicandosi con f^ ciò che diventa la serie 9^ sostituendo in 
questa ad ogni coefficiente il relativo valore assoluto, (a serie proposta sarà tra'» 
sformabile in una sene di potenze dt x , y , z, 



y A,,, x^ y^ z^ 



convei*gente per tutti i sistemi di valori di x , y , z (ali che, sia 

\^\<<^ » |!/I<P » N<Y- 
18. Se in una funzione razionale 

F(x,i/,2) 
si fa la trasformazione 

do\e f , «p, X siano pure simboli di funzioni razionali, si ottiene una nuova fun 
zione razionale 

F(14,W, w). 

Proponendosi di cercare una generalizzazione di questo teorema nel caso che 
tutti alcuni dei simboli F, 9, tp, x rappresentino non più funzioni razionali, ina 
serie di potenze, si giunge alla seguente proposizione fondamentale. 

Teorema VII. a) Caso di una sola variabile. 

Se in una serie di potenze 

(1) F(aj) = SA^a5^ 
8i pone 

(2) 05 = 9 (u) 
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dove 9 è una serie di potenze della variabile u e ^{\x) è ciò che diventa 9 (u) 
cambiando ogni coefficienle nel rispeUivo valore assolalo: e se esiste un numero 

a tale che 5 = 9(a) si trovi entro il campo di convergenza di F(x), la serie ¥(i) 
si polrà, per mezzo della (2), trasformare in una serie di potenze di u conver- 
gente per tulli i valori di u inferiori ad ol in valore assoluto. 
Dimostrazione. Se in F(a5) si pone 

a; = 9 (tt) 
la serie F(a;) si cambia in 

(3) 2:A,(p^u) 

cioè in una somma infinita di serie di potenze di u. Se si può trovare un valore 
positivo a tale che la somma 

riesca finita, la serie doppia (3) sarà trasrormabile in una serie di potenze di u 

convergente per tutti i valori |w| < a. (teor. "VI). Ma per ipotesi posto 9(a) = 5. 
.$ è nel campo di convergenza di F(a;) e quindi 

2|AJ9>) 

ha un valor finito ; pertanto essendo soddisfatta la condizione del teorema VI, per 
|u| < a si avrà 

2 A^ 05^ = 2 c„ li" , 

e. d. d. 

Corollario. Se ¥(x) fosse un polinomio una serie di potenze convergente 
per tutti i valori di x, qualunque valore a che rende 9(01) sommabile soddisfa alla 
condizione, e quindi F (x) è trasformabile in una serie di potenze di u per tutti i 
valori del cerchio di convergenza della serie 9O*). Se F(a;) e 9(u) sono due serie 
di potenze sempre convergenti, la trasformazione è lecita per qualunque valore di u. 

6) Caso di più variabili. 

Se 

(1) F(x.y,z) = 2;Ax,^,,x^y»^z^ 

é una serie di potenze di piii variabili, e si pone 

X = 9 (u . v , w) 

(2) { y = 4* (w , v , w) 

z = X (u , V , w) 
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dove ? , 4^ , X ^^'^^ ^^^^^ ^^ potenze delle variabili u , v , w aventi un campo co - 
mmie di convergenza, e 9 , «j* , x, sono le serie ch*i si ottengono sostituendo oi 
eoe/fidenti di tf , ^ ^yi rispettivi valori assoluti, so esiste un sistema di valori 
positivi a , P , T per u , V , w (alt che 

risultino finite, e di piti i valori 

(3) 5 = ?(a,p,Y) , >2 = f(a,?,T) » C = x"(a»P'T) 

siano compresi nel campo di convergenza di F: allora per tulli i valori di u, 
Y , w rispettivamente inferiori ad a , p , y in valore assoluto, la serie F sì polrà 
trasformare in una serie di potenze convergente dt u , y , w. 
Dimostrazione. Si eseguisca la moltiplicazione 

<?H»* » V , w) ^^{u , V , w) x'(iA , v , w) 
e si indicbi il risultato con 

afllnchè la serie di funzioni 

sia trasformabile in una serie di potenze di u,v ^w, occorre che esista un siste- 
ma di valori a , p , y tale che la serie 

(4') 2:|A3,^,|7xp.v(«.P.T) 

riesca finita. (Teor. VI esteso a più variabili). Ora per ipotesi 

(5) 2 Axp,v9^(a . P , T) f^^C^^ » P » T)x'(a . P 1 Y) 

è convergente, e quindi è tale anche 

Ora dico che si ha 

0) ri,.v(«.P.Y)<?(«.P.T)*''(«,P'.'r)i?'(«. P.Y)- 
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Infatti fx^^ è un aggregato di termini della forma c^^^ u^ v^ w^, i quali termini pro- 
vengono dalla moltiplicazione 

ed 7x|iv ® composto dei termini corrispondenti |Cxptvll*^PT^- ossia {c^^^] proviene 
dalla composizione per addizione e moltiplicazione dei coeUicienti di T^'|^,x^ e del 
risultato s intende preso il modulo: mentre nel termine generale delia (6) abbiamo 
le slesse operazioni eseguite sui moduli dei coeflicienti di ?^ > ^l^^ > x^ 9 ^ quindi il 
risultato sarà non minore di jc^^j^vN talché sarà soddisfatta la (7). 

Ma la serie (6) è finita come si è detto : lo sarà dunque a forliori la (4'), e 
per il teorema VI, la serie F si potrà trasformare in una unica serie dì potenze 
di ti , V , ^ convergente per i valori 

|t/|<a , |tj!<p , |w|<'Y. 

e. d. d. 

Corollario I. Se F(x , t/ , z) è una serie convergente per tutti i valori finiti 
di X , t/ , 2, un polinomio in x , y , z, i valori ^ , y] , C purché finiti, soddisfe- 
ranno certamente alla condizione dì rendere finita la F ; e quindi la F si potrà tra- 
sformare in una serie di potenze di u , v , ^ sempre convergente per tutti i va- 
lori di n , V , w che appartengono al campo di convergenza comune alle tre serie 

9.X»*- 

II. Se anche le serie ? 9 X • 4^ fossero sempre convergenti, la trasformazione 

si potrebbe operare per tutti i sistemi di valori di u , 1; , w. 

III. Nel teorema precedente non è necessario che il numero delle nuove va- 
riabili u , 1; , w sia eguale a quello delle primitive x , t/ , z. Per esempio nella 
serie f{x) si ponga 

si può riguardare questa trasformazione come un caso particolare del Teorema pre- 
cedente : e si vede che se a , ^ sono due valori tali che [{ol + ^) riesca finita, f{x) 
si potrà trasformare in serie finita di potenze di u , v per tutti i valori 

|u| < a , lv| < P : 

in questa serie di potenze di u , v si potranno aggruppare i termini ad arbitrio, 
e porre p. e. 

f(u + v) = Co(w) + e, (u) V + c,(itì V* f . . . 
Una tale formola è valida se p è il raggio di convergenza di /*(x), sotto la condizione 

lui -f |v| < p. 
Una trasformazione analoga si può fare per più variabili. 
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§. III. Condizione d'identità di due serie. 

19. Nella teorìa delle funzioni razionali intere si dimostra che una funzione di 
grado n di una variabile complessa non può in tutto il piano della variabile an- 
nullarsi in più di n punti senza ridursi identicamente a zero : e ne abbiamo con- 
chiuso ridentità di due funzioni di grado non superiore ad n che assumono valori 
eguali per n + 1 punti del piano. 

Le seguenti proposizioni, analoghe a quelle citate, si riferiscono alla Heoria 
delle serie di potenze. 

Teorema Vili. « Se f(x) è' twia snrie di folenze il cui termine cogitante è di- 
» verso da zero, si potrà sempre doscrivere con centro x = un cerchio di rag- 
li gio finito, entro il quale la serie non si annuita mai ». 

Dimostrazione. Abbiasi la serie 

dove Oq è diverso da zero, e sia p un valore positivo qualunque minore del cer- 
chio di convergenza della serie fix). Se G è il massimo valore di f(x) sulla cir- 
conferenza di raggio p , sarà (teor. Y) 

e quindi se ^ è un valore positivo infenore a p, si avrà 

Ki5*<G(fy 

e per |x| = 5 , 



<«(f^(f)'--)-7^, 



Si indichi con e un numero arbitrariamcute piccolo e positivo, si potrà sempre 
fare S tanto piccolo che sia 

G— i-y<e; 

p-5 

e in particolare, si potrà prendere $, tale che sia 

6r%-<kl 
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e ù fortiori per |a5| < So 

Risulta da ciò che l'insieme di tutti i termini della serie a partire dal secondo non 
potrà mai annullare il primo termine, ossia la serie non si annullerà mai per i 
punti deir interno di un cerchio di raggio ^q. 

Osservazione. Se la serie f{x) non avesse il primo termine nullo, essa si 
potrebbe scrivere 

x"(a« + a,^.,x + a,^,x« + ) 

e la serie si annullerebbe per ac=0 ; ma si potrebbe sempre descrivere un cerchio 
di centro zero e con raggio tale che neir interno di questo cerchio la serie non si 
annulli mai, se non nel punto x = stesso. 

Similmente si dimostra che per una serie di potenze di più variabili si può 
sempre determinare un campo di valori nelF intorno del posto {x=0 , t/=0 , z=0), 
entro il quale campo la serie non si annulla mai o si annulla tutto al più nel posto 
{x=^0 , t/ = , 2 = 0). 

20. Segue dall* importante teorema ora dimostrato che se una serie di potenze 
si annulla per tutti i punti di un cerchio sia pur piccolo quanto si vuole intorno 
al punto H, la serie si annulla identicamente. 

E se una serie di potenze deve annullarsi per tutti i punti di una linea che 
parte dal punto x = o converge asintoticamente al punto stesso, la serie si an- 
nulla identicamente. 

E se una serie di potenze deve annullarsi in punti separati ma che si conden- 
sano indefinitamente verso il punto (*), la serie si annulla identicamente. 

21. Teorema IX. Se due serie di potenze assumono valori eguali nei punti 
di un intorno piccolo quanto n vuole del punto x = 0, o nei punii di una linea 
che converge al punto slesso, o in una serie di punii separali che si condensano 
in numero infinito verso il punto x=^0, le due serie coincideranno identicamente 
nei loro coefficienti. 

Dimostrazione. Se f(x) e 9(x) sono le due serie, la serie (teor. VII) 

r(aj)-?(aj) 

avrà per coeflicienti le differenze dei coefficienti omologhi di f{x) e 9(x), e va 
lendo per questa serie le condizioni del n. 20 essa sarà identicamente nulla. 
Una proposizione analoga vale per le serie di più variabili. 



(*} Tali sarebbero i ponti 

_- 1 1 1 
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$. IV. Derivazione delle serie di potenze. 
22. Nel corollario III del teor. VII si è visto che se 

(I) f{x) = C^ + C,X + CjX* + . . . 

è una serie di potenze ed R il suo raggio di convergenza, si può porre 

05 = u + V 

e sviluppare f(x) in serie convergente di potenze di u e v, per tutti i sistemi di 
valori di t( e V tali che 

[u] + V < R : 

in questa nuova serie i termini si possono aggruppare nell* ordine che si vuole e 
si pud scrivere per esempio 

f{x) = foiu) + A (w) V + /t(u) v* + 

Si dia ora ad n un valore fisso a, a i; un valore variabile /i» e si avrà 

f(a + h)=/o(a) + /;(a)/i + r«(a)h*+ • • • 
questo sviluppo sarà valido per tutti i valori di h tali che 

i a 1 + I /i I < R 

ossia per un cerchio di centro a e tangente internamente al cerchio R. 
Ma posto A = 0, si avrà 

e quest'eguaglianza vale per tutti i punti a del cerchio R; pertanto sarà identica- 
mente (teor. IX), 

/•o(x) = r(ac), 
ossia queste due serie di potenze coincideranno nei loro coefficienti e si avrà 

(2) /•(a + ^) = f (a) + /i ft(a) + A* /i(a) + . • . 
e anche 

(3) f{a + h) = na) + hU(a) + hlhf^ia) +...]. 

TOL. XVIII. 44 
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Ma nella Sezione III. si è detto che n se una funzione F(2c) definita in qua- 
d lunque modo si può scrivere per valori di h abbastanza piccoli e per detcrminati 
» valori di a; 

F (» + ?ì) -= ¥(x) + h F,(x*) + 7^ 9^x , h) 

» dove 9(jc , h) è una funzione che va a zero con ^, la funzione F,(x) si dirà de- 
» rivaia di F(x), e la funzione F(ac) sarà derivabile per tutti i valori di x pei quali 
» 6 possibile un simile sviluppo » ; e perciò la (3) ci dimostra che la f(x) è de- 
rivabile per tutti i valori x = a dciriuterno del cerchio R, e la derivata di fix) 
sarà una serie di potenze t\{x) convergente entro lo stesso cerchio R. La stessa 
formolci (3) dimostra anche la continuità di f(a -h h) al variare di h. 

Se indichiamo con f\x) la derivata di f{x), con /""(x; quella di f\x),...cojì 
f^'*\x) quella di f^~^\x) e cosi via, è facile trovare sostituendo "^h ad h che 



sostituendo ih ad h, che 



f.{x)^:^^f"\x), 



ecc. : talché la forinola (3) si trasforma in 

(4) na + h)^ f(a) + h r(a) + ps f"(a) + . • . + r^-?, /"«"X ■)-■■. 

sviluppo valido per tutti i posti a dell'interno del cerchio R e per valori àìh de- 
terminati da 

\a\ + 17^1 < R. 

Alla formola (4) si può anche dare la forma seguente, che useremo più di fre- 
quente : posto a + h^Xy viene 

(5) f{x) = fio) + (X - a) na) + ^^^-^ r\a) + . . . ; 
ossia dalla serie 

Cq •f* C|X "T CjX T" . . • 

convergente nell'intorno di x = 0, si deduce una serie 



Co f C, (x - a) + C,(x - a)« + . . . 
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convergente nell'intorno di as ^ a, ed i coefficienti della nuova serie sono deducì- 
bili con processo perfettamente pratico da quelli della serie primitiva. 

Sviluppando efTettivamente il calcolo di f{a + h), si trova senza difficoltà che 

/"(*>(») = 1 • 2 • 3 ...»;Ca + 2.3 ... (fc-f 1) Cft+,a5+ ... +r(l4r)(-2+r) ... {k-\-r)Cf,^^x^ -i . . . 

Si giunge cosi allo sviluppo eruttivo della serie (5) per qualunque punto a, cono- 
scendo i coefficienti delia serie f{x). 

23. Riassumendo le cose fin qui dette si può enunciare il seguente 
Teorema X. Una serie di potenze convergenle e. Uro un cerchio di raggio R 

rappresenla una funzioiie continua avente lui unico valore finito e determinato 
per ogni punto x delC interno di esso cerchio. Tale funzione ammette entro quel 
cerihio le derivate successive di lutti gli ordini, che sono altrettante serie di potenz^i 
couìùcrgenli entro il medesimo cerchio R ; e dalla serie data si può dedurre per 
ogni punto delV interno del cerchio una serie della forma (S). 

Una proposizione analoga vale per le serie di potenze di più variabili e si di- 
mostra cogli stessi principii. 

§. Y. Serie dedotte da una serie di potenze. Vero raggio di convergenza, 

24. Una serie di potenze della quantità x- a sia convergente entro un cer- 
chio di centro a e di raggio R: e si indichi con 



(I) Co + C| (x - a) + Cj(a? - a)* + 



Per il teorema X, la funzione determinata da questa serie nell* interno del cerchio 
R ha proprietà del tutto analoghe a quelle delle funzioni razionali intere e si dice 
perciò avere carattere razionale intero nell'intorno del poslo a. 

Per porre in evidenza il punto per T intorno dei quale vale lo sviluppo (l), si 
scriverà questo sviluppo in modo abbreviato con p{x\a), e si indicherà co:ì (a , R) 
il cerchio di centro a e di raggio R. 

Sia 6 un punto qualunque delf interno del cerchio (a , R) : per tutti i valori 
di X tali che sia 

6- al + Iac-6|<R 

si potrà ricavare dalla serie (i) uno sviluppo per le potenze di x- 6 (n. 23, fbr- 
mola (5)) e questo sarà convergente entro un cerchio di centro 6 e di raggio 
R-|6-a|, cioè tangente internamente al cerchio (a, R). Questo sviluppo si in- 
dicherà con 

W p (ac a 6) - c^' + C|'(a3 - 6) H- Cj'(x - 6)* + 
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e si dirà serie dedotta dalla (I) rispello al punto b; essa è convergente entro il 
cerchio (6 , R— |6 — a|) ma potrà anche convergere entro un cerchio di raggio 
maggiore : e nei punti comuni ai due cerchi di convergenza le due serie 

p(x[a) e p (a3 1 a 6) 

danno un medesimo valore. 

Sia e un punto qualunque dell' interno del cerchio (6 , R - ;6 - al) : si potrà 
dedurre dalla serie (2) rispetto al punto e una serie 

p(x a|fc'c), 

ma si potrà dedurre nel tempo stesso dalla serie (1) uno sviluppo rispetto allo 
stesso punto e 

p{x\a e), 
ora i due sviluppi 

p(x' a\b\c) e p{x a e) 

il primo dedotto immediatamente dalla (1), il secondo dedotto medialamenie , 
coincidono identicamente, infatti nell* intorno del punto e i due sviluppi danno in 
ogni punto X il valore dato da p (se ' a) e da p (x a | 6) , i quali sono eguali ; e 
quindi (teor. IX) queste due serie coincidono nei loro coefficienti perchè sviluppate 
per le potenze della stessa quantità x - e. 
2S. Teorema XI. Se da una serie 

P(x'a) 
si deduce una serie 

P(x;a.b), 

viceversa la serie primiliva si può riguardare come dedotta immediatamente o 
mediatamente da''! seconda. 

Dimostrazione. La serie dedotta p(x | a b) può avere un cerchio di conver- 
genza che contenga il punto a; allora da p(x ' a| b) si può dedurre immediata- 
mente una serie p (x a ; b a) che per un intorno di a ha in ogni punto x lo 
stesso valore di p(x | a b) e quindi di p(x | a) ; le due serie 

p{x\a\b\a) e p (x I a) 

prendono lo stesso valore nell'intorno del punto a e procedono per le potenze 
della stessa variabile x-a; dunque (teor. IX) esse coincideranno nei loro coefDcienti. 
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Ma i] cerchio di convergenza di p(a; I a l 6) può non contenere il punto a: in 
tal caso si può sempre prendere una serie di punti e, , c^, ... tali che c^ si trovi 
nel cerchio di convergenza di p (x | a | 6) : dedotta rispetto a e, la serie 

p{x\a\b ,c^), 

e, si trovi nel cerchio di convergenza di questa, ... e cosi via, fino ad un punto 
Cf^ tale che a si trovi nel cerchio di convergenza di 

p{x \a ft >| . . . Cjj). 

Da quest'ultima serie si può dedurre uno sviluppo 

p(x^ a b I Cn! a) 

e questo, coincidendo con p{x\a) in valore neir intorno di a, coincìderà con 
p(x a) nei suoi coeflicienti, e. d. d. 

Teorebìa XII. Si abbiano due sviluppi in serie di potenze delle quantità 
X — acdx — b;edf cerchi di convergenza di questi sviluppi abbiano ima parie 
comune. Si riscontri inoltre che per %in punto e della parte comune ai due cer- 
chi^ le serie dedotte dagli sviluppi primitivi rispetto al punto e coincidono. Al- 
lora: i^ Le serie date si potranno riguardare come dedotte mediatamente Vuna 
daW altra. 2^ Le serie dedotte dagli sviluppi primitivi per qualunque punto della 
parte comune ai due cerchi di convergenza riesciranno identiche. 

Dimostrazione. Si abbiano le serie 

(1) p(x a) e q{x\b)y 

ed i cerchi di convergenza di queste serie abbiano una parte comune : per un punto 
e di questa parte comune si deducano le serie 

(2) p{x a e) , 9(a5|6 |c) 

e queste serie dedotte si suppongano coincidenti. Allora per il teor. X la serie 
p{x a) si può riguardare come dedotta da p{x\a\c) , q(x\b) come dedotta da 
q{x\ b\c): ma p(x | a | e) coincide con q{x\b' c)j dunque p{x\a) è dedotta da 
q {x b) mediante la serie q{x\b\c) — p(x\a\c). 

Si prenda ora un punto & nel cerchio massimo che si può descrivere dal 
centro e senza uscire dalla parte comune ai cerchi di convergenza di p{x a) e 
q{x\b); (•) rispetto a questo punto e' si potranno dedurre le serie 

(3) p{x\a\ c\c') e q(x\b ,c\ &)^ 



(*) Il lettore è pregato di fare la figura. 
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ma questi sviluppi coincidono in valore con 

j)(x\a \c) e q(x b\c) , 

dunque essi coincideranno fra loro per il teor. IX; lo stesso avverrà per le serie 
dedotte immediatamente 

(4) j)(x;a»c') . q{x\bc') 

le quali non differiscono dalie (3) ; e lo stesso si potrà ripetere per un punto e' 
del campo di convergenza della (4), e procedendo cosi di mano in mano, per qua- 
lunque punto comune ai cerchi di convergenza di p(x | a) e g(a5 6). 

26. Si è dimostrato (n. 13) che ogni serie di potenze ammette un cerchio de- 
terminato di convergenza; però non conosciamo ancora e ci proponiamo di investi- 
gare da quali proprietà sia caratterizzata la vera circonferenza di convergenza A 
questo effetto osserviamo che cambiando x in x-^ h nella serie 

(I) f{x) = Cq + c^x + CjO;* 4- . . . 

si ottiene lo sviluppo 

(2) fix -\-h)^ fix) + r{x)h + r'(ap)- j^2 "^ 

valido sotto la condizione 

|x| + |;ì| <R 

(dove R indica il raggio di convergenza di f(x), nel senso che per 

|x| <R 
la f{x) è convergente, ma non si sa se la convergenza si mantenga per 

x <R). 

Per un valore speciale di x dell' interno del cercliio R la serie ('2) ammette un 
cerchio di convergenza che è per lo meno il cerchio di centro x tangente interna- 
mente al cerchio R, ma può anche essere maggiore. Al variare del punto x va- 
rierà il raggio r di questo cerchio, e per gì' infiniti valori di r esisterà un limite 
inferiore, il quale potrà essere nullo o maggiore di zero, (sez. '2*) ; ora noi dimo- 
streremo che se questo limitQ ha un valore II diverso da zero , il vero raggio di 
convergenza non sarà R, ma R-f H. 

Teorema XIII. Se il limite inferiore dei veri mggi di convergenza delie serie 

(3) f(a) + f (a).(x - a) f r(a) ^-j^' + . . . 
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(dedolie dalla (1) per i vari punii a del cerchio R) non è nullo^ si potrà asserire 
che il vero raggio di convergenza della serie (1) non sarà R, ma R-hH. 

Dimostrazione. Sìa p un numero positivo inferiore ad H e si descrìva un cer- 
chio di centro os = e di raggio R -i- p. Si prenda un punto af qualunque nella 
corona circolare compresa fra i cerchi R ed R + p» e si descriva il cerchio di centro 
af e di raggio H, il quale avrà certamente una parte comune col cerchio R. In 
questa parte comune si prenda un punto qualunque a e si deduca dalla (1) la serie 
relativa al punto a, 

f(x,a) = f{a) + r{a)'{x-Q)^na]^^^^^ 

questa avrà un cerchio di convergenza il cui raggio è per ipotesi non inferiore ad 
Il ; descrivo dunque il cerchio di centro a e di raggio H, questo comprenderà il 
punto x't e per conseguenza 

fix' l a) 

avrà un valore determinato. 

Dico ora che il valore di f(x' \ a) non dipende dal punto a : preso infatti un 
altro punto a' nello spazio comune ai due cerchi, per la stessa ragione addotta 
dianzi la serie 

fix' I a') 
avrà un significato. Ha nel punto di mezzo e della retta aa* le 

f{x\a\c) ed f{x\a'\c) 

coincidono , perchè coincidono colla f{x) ; onde (teor. XII) le serie dedotte da 
f{x\a) ed fixla') coincideranno in tutto lo spazio comune ai cerchi a ed a', e 
quindi anche nel punto x'- 

Ciò posto, dico che la serie primitiva 

(1) f(x) = Co + C,X 4- CjX* + . . . + c^x* + . . . 

è convergente anche per x = x'. La serie f(x\a) A infatti 

(2) r(n) + na)(x -a)+na)^-^^V . . ^+r'Ha) ^^^^+ . . . 

ed è convergente sotto le condizioni 

I a| <R , |x-a |<H; 
si ponga 

a| = ct<R , !X-o; = p<H. 
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Sia G il massimo valore assoluto della serie (2) sulla circonferenza (a , p) : si 
avrà (teor. V) 

^^\rHa)\9'<G (v = l,2,3,...oo); 

ma il primo membro di questa diseguaglìanza è alla sua volta una serie di potenze, 
pcrcui applicando lo stesso teorema al termine generale di questa si avrà 

S\Ck\ k{k - 1)(fc - 2) , . . (/e - V + 1) a*-^ p^ < G 
e dividendo per R^ 

e sommando a tutti i valori di v da a ft, ed applicando la formola binomiale, 



Icja*(l + |)*<G 



\R/ GR 



< 



. a R - «' 
*-R 



Questa diseguaglianza ci dimostra che Ic^j moltiplicato per fa+ -^j rimane 

per tutti i valori di k inferiore ad un numero finito finché a è inferiore ad R; ne 
viene dunque per il teor. I, che la serie 

è convergente per 

dove a è un numero vicino ad R quanto si vuole ma inferiore ad R. Talché il rag- 
gio di convergenza della serie 

ossia f(x) difl*erirà da R + p ossia da R + H di tanto poco quanto si vuole: ma 
questa serie ha un raggio di convergenza ben determinato, e quindi non potrà 
differire da 

R + H, 
e d. d. 



I 
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27. Dal teorema precedente risulta che se S è il Tero raggio di convergenza 
della serie f(x), le serie dedotte f (x a) avranno raggi di convergenza r{n) varia- 
bili con a, ma il cui limite inferiore sarà nullo. Ha per un teorema generale di- 

■ 

mostrato nella sezione 2* esisterà nel piano della variabile x per lo meno un punto 
X avente la proprietà che in qualunque inlorno di X il limite inferiore dei valori 
di r(cr) (per i punti a di questo intorno di X) sarà ancora nullo. Ma un tal punto 
non può cadere né fuori del cerchio R, né neirinterno; esso cade quindi sulla 
circonferenza. 

Per un tale punto X non si può evidentemente dedurre uno sviluppo in serie 
di potenze della f(x), perché se ciò fosse possibile, chiamato R(X) il raggio di coii- 
\ergenza di un tale sviluppo, per lutti i punti n comuni al cerchio 11 e al cerchio 
R(X) il limite inferiore .dei raggi r(a) non sarebbe nullo : contro il dimostrato. Un 
tal punto X si dice punto singolare per la serie f{x); si può dunque enunciare cLe: 

« La vera circonferenza di convergenza di una serie di potenze ò caratterizzata 
B dal fatto che su di essa si trova per lo meno un punto singolare, rispetto al 
» quale non si può dedurre alcuna serie dalla serie primitiva ». 

Sulla circonferenza di convergenza i punti singolari possono essere in numero 
finito, in numero infinito ma in modo che sopra archi finiti della circonferenza non 
cada alcun punto singolare, infine in numero infinito per modo che in qualunque 
arco finito si tro\i sempre per lo meno un tal punto. 

Dalla definizione dei punti singolari risulta chiaro che essi punti non appar- 
tengono air interno del cerchio di convergenza di alcuna delle serie dedotte dalla 
primitiva /"(x), 

CAPITOLO III. 
Le funzioni analitiohe. 



28. Una serie di potenze f{x\a) convergente entro un cerchio di centro a e 
di raggio r determina per tutti i valori x presi neirinterno del cerchio una fun* 
zinne avente carattere razionale intero e colle proprietà riassunte nel teor. X aln. 23. 

Preso un punto 6 nell'interno di questo cerchio si può dedurre dalla serie pri- 
mitiva una serie f{x\a\b) rispetto al punto 6; questa avrà un cerchio di conver- 
genza r' che si può estendere anche fuori del cerchio (a , r) : si dirà che questa 
serie dà la continnazione della funzione deBnita da f{x \ n) per i punti del cerchio 
(b,r') esterni al cerchio (a,r). 

Dalla serie f{x I a) si ^possono dedurre infinito serie come f{x\a\b); da cia- 
scuna di queste infinite nuove serie f{x\a\b\ e), e cosi via. 

29. Tutte le infinite serie f{x\a\b,..) deducibili da una data serie sia im- 
mediatamente sia mediatamente si diranno costituire gli elementi di una funzione 

TOL. XYIII. 4S ' 
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analitica; e la serie f(x' a) si dirà elemento primilivo od originario. Per il teor. II 
al n. 2S uno qualunque de^^li elementi si può prendere come primitivo e serre 
alla deduzione di lutti gli altri. 

L'insieme degli elementi ci dà la /'anzione a/iaU'ica in tutta la sua estensione. 
Il valore (o i valori) della funzione analitica per x^=Xq sarà il termine iniziale delio 
sviluppo (o ddgli sviluppi) 

f(x\a\b\ . . .Xo). 

1/ insieme dei valori di x pei quali dall' elemento originario f(x\a) si può ot- 
tenere una serie dedotta si dirà campo di validiià della funzione analitica. 

I valori di x non appartenenti al campo di validifà si diranno punti singolari. 
I punti singolari possono essere isolati, o costituire linee, od anche aree. 

30. Una funzione si dirà monodromn quando partendo da un elemento origi 
nario f{x a) e seguendo qualsiasi via tracciata dai punti che servono agli sviluppi 
intermedi, si giungerà rispetto ad ogn^ punto sc^ del campo di validità costante- 
mente ad un unico sviluppo 

f{x a I . . . acj 

La funzione si dirà invece polidroma quando partendo da un elemento origi- 
nario f{x I a) e seguendo varie vie tracciale da punti intermedi, si giungerà ri- 
spetto ad uno stesso punto Xq del campo di validità a diversi sviluppi 

f{x\a\...\Xo) > /i (x 1 a I . . . aj„) , . . . . 

31. Un sistema di p serie di potenze 

A(x|a) » A(x| a), . . . /^(.Xia) 

aventi un cerchio comune di convergenza nell'intorno del posto a, servono di ele- 
menti originari per p funzioni analitiche. Le serie dedotte da quelle rispetto ad 
un punto Xq 

A(a5|a| . . . Ixo) , ft{x\a\ . . . (xo), . . .fj,{x\a\ . . . |Xo) 

si diranno elcmenli simnllanei se la deduzione sarà fatta per ciascuna delle p fun- 
zioni seguendo la stessa via. Questa definizione ha una grande importanza tutte le 
volte che si trattano funzioni polidròme. 

In particolare alcuue delle funzioni A » Ai ••• > /)> potrebbero essere derivate 
delle altre, e si dimostra senza difficoltà che 

« Se f{x\a) ed f'{x\a) sono due elementi di funzioni eA'f^{x\a) rappresenta 
» la serie derivata dì fix\a) e à^ questi elementi si deducono gli elementi «• 
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» muUanei f{x a\ ... | aco) , r(x\a\ ... | a5o\ rclemento f'ix | a | ... | ac,) sarà la 
» serie derivata di f{x\a\ ... | aj J ». 

La dimostrazione è affatto ovvia se x„ è neir intorno di a, e da quel caso si 
estende subito la proposizione al caso generale. 

32. Teorema. Se una funzione analUica è tale che un sìw nlemenlo soddisfi 
ad una relazione 

F = 

(dove F è simbolo di funzione razionale o di serie di potenze sempre convergente 
delle quantifà cke in esso entrano) tutti gli altri elementi delta funzione soddi- 
sfaranno alla medesima relazione. 
Dimostrazione. Sia 

0) Viu, , M,, uj 

■ 
un polinomio razionale intero in v^ ^u^, ... u^, o una serie di potenze intere e 

positive sempre convergente delle stesse quantità, e si ponga 

(2) Mf=A(aj|a) , t/j = /,(ajla), . . . w„ = /;(a5la) 

dove A 9 A 9 ••• /il ^^^0 serie di potenze aventi un cerchio comune di convergenza 
nell'intorno di x = a. Per tutti i valori x deirìntcrno di questo cerchio comune di 
convergenza la serie F è trasformabile in una serie convergente di potenze di x-a. 
(Teor. Yll, n. 18, coroll. I); sia questa 

P(a|o); 

se R indica il raggio del cerchio comune di convergenza delle (2), V{x a) sarà 
convergente per lo meno entro il cerchio (a , R). 

Si prenda ora un punto b neir interno di questo cerchio, e si deducano dalle 
('2) le serie 

(3) U(x\a,b) , ft(x\a:b),...fn(x\alb)]^ 

e dalla serie P (x , a) la 

(4) P(x a|6). 

Queste n + 1 serie convergeranno tutte entro un cerchio di centro 6 e di raggio 
per lo meno eguale a |b-a|; indicheremo questo raggio con R'. 
Nella (I) si faccia la sostituzione 

(5). u,^r,{x\a\b) , t(t = ft{x\u\bU . . .u^=^f^{x a/ 6), 
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la F sì trasformerà in una serie di potenze di x-b convergente entro tatto il 
cerchio (ò , R'), per il corollario citato del teor. VII an. 18. Questa serie trasfor- 
mata si indichi con 

(6) P,(a; 6). 

Ora In un punlo ce' del cerchio (fi , R'), le (3) e le (2) assumono gli stessi ya- 
loi'i, e la (4) assume lo stesso valore di P(x' a) ; lo stesso vaIo1*e è assunto pure 
dalla (6)« quindi 

?,{x'\b) = V(x'\a 6). 

Quost* eguaglianza verificandosi per tutto un intorno di ò, e le serie (4) e (6) pro- 
cedendo per le potenze della stessa variabile x -b, esse coincideranno identicamente. 
Se dunque dagli elementi (1) è soddisratta la relazione 

^{f,(x\o) , f^{x\a) /;(xla)) = 0, 

il primo membro sviluppato in serie di potenze P(x a) di x -a avrà tutti i suoi 
coedlcienti nulli ; lo stesso avverrà della sua dedotta 

P(x|a 6) 

e quindi di 

P.(x.6) 

che non è altro che 

F(/;(xia 6) , fi(x\a\b); ...f^ix ab)); 

quest* ultima espressione sarà dunque zero. 
Adunque se T equazione 

F = 

è soddisfatta dagli' elementi (1). essa sarà soddisfatta dagli elementi (3) e proce- 
dendo oltre, da tutti gli elementi deducibili dalle (1) purché simultaneamente; c.d.d. 

33. Il teorema precedente tende a dimostrare che » tutte le proprietà che val- 
n gono per un elemento di funzione analitica si conservano inalterate negli altri 
B clementi ». 

A dir vero , la dimostrazione è limitata al caso che il primo membro del- 
r equazione 

F = 
sia simbolo di funzione razionale o di serie di potenze sempre convergente : ma 
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questo caso contiene in se tutti quelli particolari che comunemente occorrono : 
equazioni in termini finiti, ed equazioni differenziali, alcuni degli elementi fi/i,.../'fi 
potendo essere derivate d'ordine qualunque degli altri. 

34. Per le serie di potenze di più variabili valgono proposizioni analoghe a 
quelle dimostrate nei n. 24 e seg. , e la definizione di funzione analitica di più 
variabili si stabilisce come abbiamo stabilito ai n.^ 28 e seg. la definizione di fun- 
zione di una sola variabile. 

A legittimare pienamente la definizione data occorrerebbe dimostrare ancora: 
1^ che le funzioni analitiche quali le abbiamo definite possono dare la so- 
luzione dei problemi esprimìbili coi segni dell'analisi stessa, almeno in un numero 
estesissimo di casi, ed in tutti quelli che comunemente occorrono. 

2.® che l'inversa di una funzione analitica è pure una funzione analitica (que- 
stione contenuta implicitamente nella precedente), e su queeto argomento ci pro- 
poniamo di tornare in altro lavoro pure ispirato ai medesimi principia 

Ci basti aggiungere che le cose fin qui dette ci sembrano sufficiente prepara- 
zione alla lettura deirimportantissima memoria del prof. Weierstrass. a Uebcr 
B eindeutige Functionen » nelle « Abhandiuogen der K. Akad. der Wìssenschaft, 
» Berlin, 1877 ». 

Pavia, Settembre 1879 - Febbraio 1880. 
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SULLE POSIZIONI GEOGRAFICHE 



I<r O T-A. 



DKL 



Prof. ENRICO PUCCI 



1. 

In Geodesia si presenta di continuo il problema seguente « Data la posizione 
geografica di un punto A dell' Ellissoide terrcslre^ la lunghezza della Geodetica 
che lo unisce a un altro punto B e V azimut che questa Geodetica fa in A, deter- 
minare la posizione geografica del punto B e V azimut reciproco alV azimut dato ». 
Le eleganti soluzioni che di questo problema hanno dato Legendret Bessel, 
Jacoby, Hansen etc. richiedono tutte indistintamente dei calcoli assai lunghi ai 
quali è tanto più desiderabile di ovviare quanto più estese sono le reti geodetiche 
di cui si vuole geograficamente determinare ogni vertice. Andra e nel Danske Grad- 
maaling ha dato una nuova soluzione molto semplice per Geodetiche di lunghezza 
limitata : ma riposando sulla risoluzione di un triangolo sferoidico, allorché si tratta 
di punti posti a grandi distanze, diverrebbe anche più complicata di quelle sopra 
indicate. 

La soluzione proposta in questo breve scritto non ha tale inconveniente .e si 
applica con eguale facilità a piccole e grandi distanze fino a Geodetiche di 4 mi- 
lioni di metri. Si potrebbe estendere a distanze qualunque usando degli sviluppi 
ordinati secondo la potenze crescenti dell* ccccn^n'ctVd o di una sua funzione con- 
venientemente scelta, anziché del lato geodetico : ma é visibile che nei rari casi di 
distanze maggiori di 4 milioni di metri il problema può risolversi assai semplice- 
mente considerando Farco di geodetica come composto di due o tre parti ed ap- 
plicando a ciascuna di queste le formolo qui sotto ricavate. 

Sia (f la latitudine, co la longitudine di un punto qualunque della geodetica s 
data, che supporremo contata a partire dal punto (0 = 9^,, w = Wq) e rappresen- 
tiamo cou a r azimut che questa geodetica fa nel punto (9 , to), con N la gran nor- 
male, con r il raggio del parallelo, con p il raggio di curvatura deli* ellisse meri- 
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diana corrispondente alla latitudine 9 : sìa finalmente la lunghezza dell* arco di 
meridiano coniprG>o fra le latitudini 9o ^ ? ^ corrispondente perciò alla geodetica 8. 
Ritenendo s come variabile indipendente, to , a , a saranno funzioni di s ed avremo 
in generale, seguendo il metodo di sviluppo adottato da Legendre: 



10 



"^Kds /o"^ 1.2\is» /o'*"l.2.3 Vcfe» /o"^ • • • 



(0 r-«»=^l57A-^-r2Ud-^rTr3ls^ 



) 4- . . . 
/o 



I 



Dal triangolo infinitesimo che si forma fra due meridiani infinitamente vicin 
la geodetica s e il parallelo di latitudine 7, si ottiene, come è noto : 

,^. dio sena da dcp cosa 

(2) -j- = > -7- = cosa , -r" = 

^ ^ d5 r ' Os ' * (te p 

dv * 

e per il teorema di Clairaut, notando che -4-= -sene? cosa, si trova 

as 

doL _senatang9 
^^^ "07 N • 

Derivando successivamente la prima delle (2) e la (3) rispetto ad s ed osser- 

1 \ f e^ cos^©\ 
vando che - = « ( l + -j-—j), sostituendo nelle (1), si ricava dopo facili riduzioni: 

I _ % sen ttp s* • sen 2ao tang 9^ 

1 " NoCOS9o 2No*cos9o 



8 

3 



(*)\ 



;^, " Jcos*ao(< + 3 tang»?,) + sen^aotaug*?, + j^,cos*9oC08«aoJ 

+ 6w*co8^(p l<^<'89ao(l + 3tang»?,) + cos'o, + e**] + . . . 

8 8ena„^ 8* /",... e*cos'9o^ . 

«-«o = -j^'tang?. + ^-^^^^,^^(l +8eD»,.+ -^,-j + 

8"sen9o r o /• • V A 9 c*cos*9o ^ . .,,,1 

— r-^ — ^^|sen3a„(l +sen*9j « 8en2aoCOS7oCos*9o + ^sena^sen^ao+e** ^-... 

)^ 'cos9ft*- « « ^ 1 - e» ** " J ' 



«•sen^a^tangOo 8'sena.sen-2ao f. ^ • . c*cos'9«l 

. orrscosa^ ^ — «^^ « -^ — -^ l ^,2sen*9oH-^i f +••• 

\ No 1 2 No* cos'9o L ^" 1 - e* J 

ove 4> e V rappresentano delle funzioni di «q ) ?o che è qui superfluo determinare. 
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Prendiamo ora a considerare su di una sfera di raggio N^ un triangolo sferico 
analogo al triangolo sferoidico formato suir Ellissoide terrestre dalla geodetica s 

e dai meridiani che passano pei suoi estremi, e sieno 90®-9of k T^^*' ^"^ 

lìq sen 1 

Iati di tale triangolo sferico che comprendano Tangolo ao* Rappresentiamo con e' 
Tarco di cerchio sulla sfera analogo a a sullo sferoide (ossia Farco di meridiano 
sferico compreso fra i 'paralleli che sulla sfera passano per gli estremi di s'}, e 
con fa)' e 1 80® — a' gli altri elementi del triangolo ausiliario considerato corrispon- 
denti ad fa) e ISO^'-a sullo sferoide Poiché sulla sfera un arco di cerchio mas- 
simo è una geodetica, saranno qui applicabili le (4), se si suppone in esse e=0, 
come si potrebbe del resto dedurre direttamente applicando ali* arco s considerato 
sulla sfera gli sviluppi (1). Se ne deduce quindi: 

' , «'e*sen2aocosaocoscpo 

6N*(l -e*) seni" 

g ] , 8'e»sen2aoCos«(p o sVsen^VosenaoCOs^g^ 

^ \ "^4N*(t-e*)senl'"'^ 12NM1 -c*)senr' "*" ' 

, s'c* sen tto sen ìol^ cos* c?o 
12N*(1 -e') 

e queste formolo sono approssimate fino al 4" ordine inclusivamente, Terrore com- 

Qtgi 
messo essendo dell'ordine -^^ e non raggiungendo 0".01 nelle coordinate geogra- 
fiche cercate per una geodetica di 4 milioni di metri. 

Per tutti i possibili lati di una geodetica osservala il termine in e*s' è trascura- 
bile quando non si voglia approssimazione maggiore di 0".00i nei risultati e si 
può porre 

IO =fa)' 

, _ , , g* e* sen ga p cos* ?« 
^®) ^ * ^* ■^4NoHl-c*ysen?' . 

a =^0' 
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Orci dal triangolo srerico soi)ra indicato è facile ricavare : 

cot?^^ = 1 ^^cot-^ 



sen(45«-f5_£j 



0) 



. a' + co' V 2 / . tto 

cot— ;5— = 7 t—:k cot-^ 



cos(45^+^-Y^) 



le quali formolo servono assai bene al calcolo esatto di co' ed a'. 

Dallo stesso triangolo si potrebbe ottenere anche o', ma siccome si richiede 
di determinare questa quantità con tutta precisione, in pratica coaviene calcolarla 
per altra via. 

Sieno A , B gli estremi della geodetica s sulla sfera, PA , PB i corrispondenti 
meridiani sferici, C il punto in cui il parallelo sferico di A incontra il meridiano 
PB. Se pei punti A , C si fa passare un arco di cerchio massimo si ottiene il trian- 
golo sferico isoscele A PB in cui i due Iati, che comprendono l'angolo P=(o', sono 
eguali a 90** - 9o- Chiamando ^ il valore comune degli altri due angoli si avrà 

lù' 

(8) cot ^ = sen 9^ tang — • 

dalla quale si può calcolare 4^ con tutta precisione. Allorché co' ò molto piccolo sarà 
conveniente sostituire alla (8) una formula che dia la piccola quantità ^ := 90® — ^, 
e che si ottiene subito dalla (8) stessa. Infatti si trova da questa : 

,,, (Psenl'y (io' seni" (w'senl"}' ì 
psenl"- 3 +.. .=sen?| — 1_ __^ 4. ,..j , 

e quindi trascurando le quantità di 5® ordine rispetto a ^ ed co 



/o^ fi ^' Fi /wsenl"\« , 1 

(9) P = y senfo [1 - \^ — ò— J cos« ?oJ- 



Calcolati dalle (7) ed (8) (9) i valori di co' , a' , 4/ nel triangolo sferico ABC 
si conoscono gli angoli A = 4/- a',, , B = a' , C=^^ e il lato s (*); si può quindi 



(•) Se r azimut è compreso fra 90'^ e 180<* si ha invece A=a^-<^ , B=180®-a' , 
0=180® — <{;. Il caso dell' azimut maggiore di 180® si riduce ad uno dei due casi in- 
dicati, considerando invece degli azimut i supplementi a 860®, ossia supponendo gli 
azimut contati da 0® a 180® nei due sensi. 

YOL. XVIII, 46 
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calcolare il Iato o' = BC o dalla formula 



e' sen 8 sen (à - a J 

sen ,^j — = y- 5- 

No seni" sen<J; 

quando la geodetica $ sia molto grande, o dall* altra 



, 8sen(^-ao) /. s* ,^, A 
seni V 6Nn* -^ 



quando s non sorpassa la lunghezza possibile di un lato di una rete geodetica os- 
servata. In questo ultimo caso può del resto ridursi il triangolo sferico al trian- 
golo piano di eguali lati, lo che si fa subito notando che T eccesso sferico si ottiene 
da una delle formule 

( 6= 180® -24 + ««-«' 

(IO) 

(6= 24;-a^ +a' -180'* 

secondo che l'azimut è compreso fra 0"* e 90* o fra 90** e 180* (V. nota). 11 piccolo 
errore che si fa nella correzione degli singoli, togliendo da ciascuno il terzo del- 
l'eccesso sferico non è sensibile nella latitudine calcolata, neppure per geodetiche 
di 300000"». 

Ottenuto cosi a' e quindi o dalla 3* delle (7) se ne è il caso, resta a ridurre 
questa quantità in differenza di latitudine. Poniamo per ciò: 



^' = °(^). + T (§).+ ••• 



ed osservando che si ha 



d9 _ 1 
do """p" 

d*9 _ 3e*sen59 
do«"'"*2(l --e*)pN 

d'9 _ 3e'cos29 3e* sen* 2? 
do^ " (l-e»)p»N ~ (I -e«)pN* 



potremo stabilire: 



(It) 4« = — ?— x_l^^l_ ?^n2io. e*^^ cos29c 



f sen 1" 4(1- e') seni" p„ Np "^ 2(1 - e*) sen I" p,*N 
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formula dì cui il calcolo riesce semplicissimo colle tavole che danno i logaritmi di 

1 3e^ 

Tir > 1 — i^r-n Tx TTT . • • 11 segno superiore deve usarsi quando Y azimut 

psen 1" ' 4poNo(l -e*)sent" o f h 

dato è nel r o 4** quadrante, l'inferiore quando è nel 2** e 3®. 

Come esempio del metodo sopra indicato applicheremo le formole dedotte ad 

uno dei più grandi triangoli delie reti geodetiche Italiane, del quale togliamo i dati 

dalle pubblicazioni dell* Istituto Topografico Militare. Tale triangolo è 



VERTICI 


ANGOLI 


LATI (Logaritmi) 


Tremiti 


103» IT 15" 871 


Si 2494990 


Lissa 


21 31 26 401 


4.70I?449S 


Giovannicchio 


SS 11 31 68S 


5.05 II 0682 



Per latitudine geodetica di Tremiti riterremo 9o = *2^0^^16".269 e per azi- 
mut di Giovannicchio ao = 12r.2-2'.4r'.644. 

Lo schema seguente contiene tutto il processo del calcolo per determinare la 
posizione geografica di Giovannicchio. 
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Senza riportare il calcolo par gli altri due Iati del triangolo citato, ecco i ri- 
sultati finali che si ottengono calcolando la posizione geografica di Lissa dalle due 
parti : 

Da Giovannicchio Da Tremili 

f =43 01 U 868 f =43 01 41 861 

(0 = 36 2S 4853 36 25 4852 

a,r=184 58 44 0241 0^ = 206 30 10 4309 

as-ai = 21 31 26 4068 

IL 

Il problema inverso di « determinare ^ cioè, la lunghezza e V azimut della 
geodetica che vongiunge due punti dell* Ellissoide terrestre^ dei quali sia data la 
posizione geografica » non si presenta nelle comuni applicazioni della Geodesia; 
ha per altro una certa importanza nelle ricerche scientifiche e la sua soluzione può 
giovare in alcuni casi eccezionali. Le formule (5) o (6) a seconda dei casi, e la 
risoluzione dei due triangoli sferici ausiliarii del precedente paragrafo conducono 
speditamente ai risultati richiesti. Sia infatti co la differenza di longitudine dei due 
punti, 9o , 7f le loro latitudini fra cui fo I^ più bassa : poniamo A? = 9| - f^ e 
rappresentiamo con Pg^ il raggio di curvatura dell* Ellisse meridiana sotto la latitu- 

dine ?„= •" . Colla approssimazione del S* ordine inclusivamente si ha da una 

formula di Andra e {Danshe Oradmaaling) 

/Ao8enl"\* 
(12) = l(p sen l"p„ + [-^ — ) p^ e» cos 2?^ + 



/A«psenl"V » « ,« , . , 

+ {-^ — ) P» e* sen 29, [ 6 cos* ?, - sen» 9, ]. 

Del resto può calcolarsi altresì dalla nota formula di Bessel 
(13) 0= . °^_^^.. [a„(9,-(p,) - 2 2] ^senn(9,-9.)cosn(9,+9.)] 



ove 



:qo 



«^"E"."^-^* 



AsaO 



3 1 — 4/1 —e* 

essendo m il coefficiente binomiale per l'esponente -5 e e dato da ^ 

2 1+^i-c* 
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Per difTerenzc di latitudini comuni ossia minore di 2^.30' si [>uò ritenere poi 

(14) = A9'p„senl". 

Riteniamo le indicazioni stesse della 1* parte di questo scritto ; le formule (8) 
(9) danno il modo di calcolare l'angolo ausiliario ^ se la diiTerenza di longitu- 
dine data è minore di 3°. Per differenza maggiore si dovrà fare a d/, calcolato in 
tal modo, una lieve correzione dì cui sarà detto più oltre. Chiamando con X la lun- 
ghezza del Iato opposto air angolo io' nel triangolo sferico PCA sopra considerato, 
8i ha 

/iMx ^ C0S9 , 

( J 5) sen :tz n> = — r sen w', 

^ No seni" sen 4/ 

da cui si calcolerà X. In generale -r 77, è un angolo molto piccolo ed è conve- 

ì'q sen 1 

niente ottenerlo da uno sviluppo in serie. Dalla (iS) è facile ricavare con metodo 

analogo a quello già indicato per g' nella prima parte 

,,^, . wNnSenr'cos? ( , to^senM" , ) 
(16) Xrr — 5 1 j 1 sen*c[. 

sen 4/ K 6 ) 

Ottenuto X nel triangolo sferico ausiliario ABC si conosce il lato AC = X e prossi- 
mamente il lato o'=UC, e l'angolo ^ (le quantità calcolate per questi valori non 
differiscono dalle vere che di una quantità di 4^ ordine, tale differenza è trascu- 
rabile per qualsiasi lato geodetico osservato). Risolvendolo provvisoriamente si tro- 
verà il valore prossimo di s e di a^ = (|^ - A ed introducendo tali risultati nelle (S) 
avremo modo di calcolare il valore esatto di e' ed co' e quindi successivamente 
quello di (p , s , Oo. 

È superfluo notare che per geodetiche limitate è conveniente risolvere il trian 
golo sferico ABC, riducendolo al triangolo piano di eguali Iati. 

Ad esempio sia dato : 

9 =43^0l^44'^86^ 

Posizione Geografica di Lissa 

' (1) = 0. 36. 25. 485 

9 =4?.07. 16.269 

10 = 0. 
Avremo il seguente tipo di calcolo, notando che 

9„ = 42^34'.30".6 
co =218S".485 
A9 = 3268".598 



Posizione Geografica di Tremiti 
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11 valore di a^ ottenuto nel paragrafo precedente è 26*.05.3l.n3. 

11 tenue errore di 0".01 è dovuto al non aver tenuto conto dei dieci millesimi 
nella differenza di longitudine sopra calcolata: nel logaritmo di 8 si ha poi il lieve 
errore di 0,00000008 dovuto in parte alla stessa cauj^a, ed in parte all'esser stato 
calcolato, dividendo fra gli angoli A,B,C egualmente l'eccesso sferico- 



CORREZIONI E RETTIFICHE. 

Pag. 275 V. 6 in luogo di ± leggasi T 

» 278 V. IO in luogo di \/r + (^^ leggasi \/r« + (^)* 

» ?79 V. 14 avanti al 2^ termine del 2® membro invece di + leggasi - 

» 283 V. 7 Tultimo fattore del 1® termine del 2® membro invece di f dev'essere P 

» 284 v. 17 in luogo di slaH^T^W leggasi ( V a«6* + p^u*)* 

» 286 V. 5 in luogo di a e all'asse » leggasi e sull'asse » 

9 • V. 9 in luogo di a tangente o il » leggasi a tangente e il » 

» 289 V. 21 al numeratore del valore di cj? in luogo di r leggasi 1 

» 290 V. 15 in luogo di xtang leggasi xtangit 

» 294 V. 8 avanti al 2^ termine del 2!" membro leggasi - 

A » V. ultimo nelFultimo termine del denominatore invece di ^ leggasi j 

n 295 V. 2 nel !• termine del 2® membro in luogo di ^ leggasi ^ 

9 299 Y. 19 in luogo di supposti leggasi rapporti. 
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UN TEOREMA ARITMETICO 



PER 



GIOVANNI FRATTINI 



In alcune ricerche aritmetiche ini è avvenuto di servirmi di un teorema, non so 
se nuovo, il quale ha per soggetto la serie degli indici relativi al modulo primo 
p, e alla radice primitiva r/. 

Il teorema consiste in ciò che : 

Le due permutazioni : 

ind 2 I imi 3 , ind 4 , , Ind (p - 1) 

ind 1 - ind 2 , ind 2 - ind 3 , ind 3 - ind 4 . . . imi (p - 2) - ind (p - 1) 

sono della stessa specie, ossia: la somma dei numeri delle inversioni dell* una e 
deir altra permutazione, è sempre pari ». 

Avverto che le due serie non posseggono zeri, ne si ammettono numeri nega- 
tixi. I numeri negativi della seconda serie si convertirebbero in positivi, aggiun* 
gcndo ])— 1. É poi facile dimostrare, e apparirà del resto anche da quello che si 
dirà, che i numeri della seconda serie sono disuguali come quelli della prima , e 
che astrazion fatta dall'ordine, le due serie contengono tutti i numeri: 

1 . '^ , 3 , 4 , , p-2. 

La dimostrazione del teorema, muove dalla considerazione delle funzioni ^{hji.g) 
di Jacob i (*), le proprietà delle quali, sono feconde di tante e così importanti 
conseguenze in tutta Taritmetica superiore. 

La definizione di <|; (/i , /£ , g) consiste nella eguaglianza : 

rappresentando h e k due numeri intieri e che possono stimarsi positivi, e g una 
radice primitiva (modp). J a cobi ha dimostrato C*) che se /i e /( sono diversi da 



(•) V. p. e. Paul Bachiiiann. Die Lehre von der Krcislheìlung , Zebnte Ver- 
lesung 2. 

(••) l^oit iìher Kreistheiìung Creile 7, Bd. SO. 

TOL. XVIII. 41 
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p - ly ed hanno una somma minore di p - 1, si ha : 

«p(/i , A , [;) = (modp). 

Chiamo pertanto A il discriminante del prodotto : 

(ac - 2)(x - 3) . • , . . . (aj - p + 1) 

e per A intendo il numero : 

(3-2)(4-2). . .(4-3)(5-3) .. . 

scrìvo il determinante (*) : 

♦(P-2,p-2) *(p-2,p-3) (Kp-2 , p-4) . . . (Kp-2 , 2) (Kp-2 , 1) 

<Kp-3.p-2) (Kp-3,p-3) +(p-3,p-4)...(Kp-3,2)- *(p-3. !) 



*(l ,p-2) *(l ,p-3) cKI ,p-4)...4'(l ,2) ^(I , I) 

il quale si riduce (mod p) al prodotto degli elementi formanti la seconda diagonale 
perchè tutti gli elementi da una stessa parte di essa, sono (mod p) altrettanti zeri. 

Il segno del prodotto è (- I) * . 

Ora, se /' non è divisibile per p - 1 , si ha (**) : 



|Lsp-f 



1/ 



ind(i 



(mod p). 



|i-i 



Quindi : 



«Kp-2,i)=2;f/ 



^n (p-2)ind(* 



= -g 



( p-2)(p>1) 
(p-2)ind(p-l ) W (p-2)ind,x _ 2 

I 



= -ff 



= 1 



*(P - 3.e) = ^^<^-^^'"'^'^ = -gM'"^<'-»> /fg^" 



(j»-3)(p-l) 
-3)ind,»__^ 2 ^_, 



(mod p) 



p-l 



j/. ox ^ indi* ind(|)-l) 'v-? '«'•f* 2 , 



(*) Si è adoperato per brevità ^{h , le) invece di (|i(A , k , g). 
(**) Bachmann 1. o. 
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E cosi : 



*(P-2,1) <Kp-3,2) 4/(p-4.3)...^;(1 ,p-2) = (-1) « (modp). 



Chiamando adunque F il determinante, si avrà : 



F = 1 (raod p). 



Ha in Tirtù delia formola : 



ii-p-» 



ÒOi fc)t= y j^^^l'^^^M^fKl+fOMIndO-frO ^ 



ii=i 



si potrà scrivere : 



F= 






g^' i/* ... g'^^ 



rw« 



-(p-2)ind2 -(p-.2)ind3 ^-(P-2)ìnd(p-i) 



•• ■ 



-{p-3)ind2 -(p-3)ind3 -(p-3)ind(p-l) 



-ind2 -ind3 -ìnd(p-l) 



Si è posto : 



j, = ind 1 - ind 2 , j, - ind 2 - ind 3 , . . . j* , = ind (p-2) - ind (p-1). 



Considero ora il determinante ; 



^-(p-2)ind2 g-(p.2)ind3 
^-(p.3)ind2 g-{p-3)ind3 



9 



-ind 2 



9 



-ind 3 



-(p-2)ind(p-l) 



9 



-(p-3)ind(p-l) 



9 



- ind (p-i) 
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e rifletto che si ha : 



-(p-2)ind2^2, -{p-3) ind 2_ 5, -ind2 _„'"» 



(mod p) 



Analoga cosa per gli elementi della 2* , 3* ed ultima colonna. Esso diviene 
adunque (modp), 



2 3 4 5 ... p-1 
2» 3* 4» 5« ...(p-1)» 



2p-» 3P-» 4P-* 5P-»...(p-|)P-« 



=1.2.3.4...(p-l) 



1 1 1 1 ... 1 



2 3 4 5 ...p-1 



2P-» 3"-» 4"-» 5''-»...(p l)"^» 



e per il teorema di Wilson, si riduce (modp) a -A. 
Chiamo Y l'altro fattore di F, ed ho : 



YA 3 — 1 (mod p) 



Quanto a Y , 



Y = 



g;-.(P-2) gi^iP-^) . . . gip-.(p-2) 

gi.(p-3) gi,(p-3) ^ ^p.,(p-3) 



fl'' 



ff' 



• • • 



n 



;>>! 



ossenro, che i resti (modp) di : 



9 



P-2 



9 



P-S 



ff"-* . . ff* , 



sono, in ordine variato i numeri della serie : 



2,3,4, 



,2^-1. 



Chiamo e,, il resto di (/*', e dico e il numero delle inversioni della serie : 



^p-» > ^p-3 > ^p-* ^1 » 



e sostituendo in V*a g^ il numero e^ , e scrìvendo le orizzontali in ordine diretto 
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rispetto alle e dalla prima orizzontale in giù, ottengo : 

2^' 2^'* 2^*^ • . . 2^'p-» 



V = (-!)• 



3^« 3^' . . . ^^^' 



= (-l)^V' (modp) 



(p-l/* (p-l/*(p-iy\.. (p-l/^* 
Si possono considerare le e nell* ordine ; 

e se il numero delle inversioni di questa serie si vuol chiamare ancora e, si dovrà 
scrivere : 



6 + 



p-3 



e + 



p-3 



V = (-l) • V 



(-1) 



V'A=5-1 



(mod p). 



Ai numeri : 



corrispondono : 



^1 > ^1 1 ^3 



» ^p-i 



Scrivo i numeri e nell'ordine : 



2,3,i|S,...p — 1, 



e i numeri g^ nelF ordine : 



Wlt 



m, 



m. 



m 



p-i 



TO. 



g 9 g ^ g , . . • » sr 

essendo g"^ il numero corrispondente ad r, e in ordine* alla forraola 

p-3 
(-1) V'A = -1 (modp), 

riguardo e come numero di inversioni della serie : 



ovvero della: 



I numeri 



m, , m, , m^ , . . . , wi-.i 



ind2 , ind 3 , ind 4 , . . • , ind (p - I). . 



• • • ■ 

sono mod(p— 1) tutti diversi, altrimenti si avrebbe: 

V = (mod p) 
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e questo contradice air ultima congruenza (*;. Siccome d'altronde nessuno di essi 

è zero, la serie : 

• • ■ • 

sarà prescindendo dall'ordine, la stessa serie che : 

1 , 2 , 3 , . . • , p-2. 

Si dica 6| il numero delle inversioni dell* ultima serie formata colle j (**), e si 
riduca il determinante V per mezzo di convenienti scambi! fra le verticali airaltro: 



2 3 4 5 . . . p-1 
2» 3* 4« 5* ... (p-1)* 



2/-1 3P-t 4P-» 5P-1 . . . (p-l)P-a 



= (-l)^»Y'=-A (modp). 



Si ottiene cosi : 



e dal paragone colla: 



6 + 



V' = -(- l^A. 



p-3 



(- I) ^ V'As-1 (modp), 



si ba 



A« s (- 1) 



6 + 6| + 



p-3 



(mod p). 



D* altronde : 



A=r(|.2.3...p-3)(1.2-3. .p-4)(1.2.3...p-5).-(1.2)(1)=|P-32P-*3''-»...(p-4)*(p-3)V 
Dunque : 
A« = [ IP-». 2^-^.3''-» ... (p-4)*(p-3)*]l(-3)*(4)«(-5)» ... (-p+2)P-*(p-l)P-3] 



= (-1) ^ (p-l)[|P-*2P"*3P-* ...(p-2)P-<(p-1)P'*J. 



(mod p) 



(•) L' f guaglianza : ind (a+1)— ind a = ind (P+1) — ind ^ mod (p— 1), trae seco la 

ind p (a + 1) = ind a (^ + 1) , 

p (a + 1) = a(p + 1) (mod p) 

P = a (mol/>). 

(••) Ridotte secondo p— 1 a numeri della serie 1, 2, 3 , ... , p— 2. 



OYvero : 
e perciò : 



)( 375 )( 
E pel teorema di Wilson : 



Al = _(_!) 2 =(-1)^ (modj)); 



ma: 



6 + S,+ 



p-3 



A* = (-l) * (modp); 



adunque : 



p-3 p-3 

M) =(-t) 



2- . '''*^^ 



e quindi e + £| è un numero pari. C. B. D. 

Il teorema assume anche un* altra forma, se si considera che: 

inde - ind (e+ l) = inde-f (p 2)ind(e+l) mod(p-l). 

Ed anche : 

ind e - ind (e + 1) = ind e (e f l)**"* mod (p~1). 

I numeri : 

e(c+ l)**-» 
formano la serie : 

|.2P-« , 2.3'»-» , 3. 4P-* . . . (p-2)(p-l)P-*. 

Può adunque dirsi che : 

« Le due permutazioni formate dagli indici dei numeri delle due serie: 

2,8,4,5, ,p-2 , p-1 

2P-« ^ 2.3''-* , 3. 4P-* , 4.5P-* , . . . , (p-3)(p -2)""* , (p-2)(p-l)P-«, 

sono della stessa specie, qualunque sia la radice primiti\a alla quale gì* indici sono 
coordinati (•; ». 



(*) Che CIÒ avvenga indipendenteinente dalla scelta della radice primitiva, aipa- 
risce anche dal fatto che ponendo 

inda cincia , , ^ 

g =a , g =a (modj?) 

dove rappresenta un numero primo con p^l, e inda, Inda, sono gli indici di a 
relativi a p e a ^^ ordinatamente, si ha : 

inda = oInda mod (p— 1) 

e perciò dalla serie degli indici segnati con I si passa a quella degli indici segnati 
con i, mediante la moltiplicazione per 0, 
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E S E H P 1 1. 



Serie degli indici : 1,3,2 una inversione, 
a delie dilTerenze : 3 , 2 , 1 tre inversioni. 

2' p = 7 , g = 3. 

Serie degli indici : 2 , 1 , 4 , 5 , 3 tre inversioni. 
» delle dilTerenze : 4 , 1 , 3 , S , 2 cinque inversioni. 

3« p = ll , g = 2. 

Serie degli indici : 1,8,2,4,9,7,3,6,5 quindici inversioni. 
» delle dilTerenze : 9, 3, 6, 8, S, 2, 4, 7,1 venticinque inversioni. 

4« p=:13 , ff = 2. 

Serie degli indici: 1,4,2,9,5,11,3,8,10,7,6 diciotto inversioni. 

» delle differenze: 11,9,2,5,4,6,8,7,10,3,1 trentaquattro inversioni. 

5<» p::.17 , ff = 8. 

Serie degli indici: 14,1,12,5,15,11,10,2,3.7,13,4,9,6,8 cinquantanove inv. 
» delle differenze: 2,13,5,7,6,4.1,8,15,12,10.9,11,3,14 trentanove inver. 
Finalmente se si pon mente alle congruenze : 



2 (2P-») = 1 

3 (2. 3"-*) = 2 



(mod p) 



(p-l)[(p-2)(p-l)P-M = p-2, 

e se si chiama coniugato di u (non divisibile per p), secondo v (non divisibile per p), 
il numero minimo positivo U che risolve la congruenza Uu = v (modp), si potrà 
dire che : 

« Se dei numeri 1,2,3,4,... p-1 e partendo dal secondo si forma la serie 
degli indici, e si forma poi quella degli indici dei numeri coniugati di ciascuno 
dei numeri dati secondo il precedente, si ottengono due permutazioni della stessa 
specie dei numeri 1 , 2 , 3 , . . . p-2 ». 



Viterbo Febbraio 1880. 
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UNA RELAZIONE FRA LE FUNZIONI SIMMETRICHE SEMPLICI 
£ LE FUNZIONI SIMMETRICHE COMPLETE 



PIR 



L. CROCCHI 



M^^rf>M^M«%^^4^k^l^«^M^^^^'%^^«^ 



La relazione a cui alludo quantunque quasi intuitiva non è stata io eredo in 
nessuna occasione avvertita, e d'altronde mi pare degna di esser notata. 

Sieno X| aSf X3 ... as„ m quantità qualunque, ed indichiamo rispettivamente con 
Sp e Yp le funzioni simmetriche semplici e quelle complete d'ordine p delle stesse 
quantità, cioè pongasi 

▼p = (35| + aJj + . • . + ^m)p 

nella 2' delle quali, dopo aver fatto Io sviluppo della potenza p^°^ si deve sosti- 
tuire r unità a tutti i coefficienti binomiali. 
Le funzioni Vp soddisfano alla relazione (*) 



dX| 
dalla quale in particolare si ha 



^ = V, + V, a, + V, se,» 
dV 

^ = Y, + V, aj, + V, as.» + Y, X,» 






(*) Teggasi il mio articolo e Sopra le funzioni Aleph ed il determinanU di 
Canchy (Giomule di matematiche Voi. XVII, p. 218, 880]u 

VCL. XVIII. 48 
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che possono scrìversi : 

dV 

V, X, + V, X,» + Vo «.» =-^-'^» 

dV 

Cangiando ora in ciascuna di queste equazioni x^ in x^ a?, . . . Xg^ saccessiva- 
mente, e sommando da sé ciascun sistema d* equazioni, avremo 

V,8, + V,8, + Yo8, =^^_mV, 

S'dV 
doTe in generale si è posto 



(A) 



y^ = ^+^r +...+ '^r 



dx, dx, dxj * dx^* 

Ha si ha (*) 

dV, dV,_, 

dx, "^'-'■^'"'Itor 

dalla quale cangiando x, in x^ Xj •••x„ successìTamente e sommando, ricavasi 
OTTero, per l'omogeneità di Y,. 



(•) Vedi articolo citato. 
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Mediante questa il sistema d'equazioni (A) si muta facilmente nel seguente 

V, «I + Vo »i = 2V, 



Rammentando ora che le s sono legate ai coefllcienti a^a^a^,.. a^^^ dell'equa- 
zione che ha per radici X| cct .*• x,„ , dalle relazioni 



«oS« 



^t ^1 + ^1 «a + c^o ^3 



-a» 
-Sa, 



si concluderà che s^ si esprime nello stesso modo tanto per i coefficienti a^aia^.., 
quanto per le funzioni Vo Vi V, . . . , soltanto le due espressioni sono di segno 
contrario. 

Osservazione I*, Questa relazione dimostra, che ogni funzione simmetrica 
multipla dì x^Xf .,* Xfn^ che sia una funzione pari delle s, si esprimerà nello stesso 
modo tanto per a^ai a, ... quanto per V^ V, V, ... ; mentre quella funzione simme- 
trica che sia funzione dispari delle s, si esprimerà in valore assoluto soltanto ugual- 
mente tanto per a^Uia^,.. quanto per VoV^ V^...; viceversa, se una funzione ra^ 
zionale dei coefllcienti aoa, a,... è tale che scambiando a^a^a^.,. in VoV|V|..., 
non muti affatto di valore, o muti soltanto di segno, essa sarà esprimibile per 
una funzione pari o dispari delle s ; difatti la espressione per le s della funzione 
data è sempre possibile, com*è noto; ed il cangiamento dei coefllcienti a^a^a^... 
in Yo^i^s*' corrisponde al cangiamento di segno delle s. Può cosi ritenersi: la 
condizione necessaria e sufllcicnte aflinchè una funzione simmetrica multipla delle 
a?| Xs • . .x^ sia esprimibile per una funzione pari o dispari delle s , si è che la 
sua espressione razionale pei coefllcienti ao a, a, . . . non muti in valore assoluto 
quando per essi si sostituiscono Yo^i^a-** ^^^^ ^^ quantità (*). 



1,- 



a. 



1 



, + 



ai 



(h 



a. 



1 



ai 



(h 







a 



, ecc. 



I 



(*) Articolo citato. 
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OssBRVAZiONB. 2*. La relazione, a cui sopra siam giunti , porge le eguaglianse 
notevoli per la trasformazione dei determinanti 



Oi 1 

2ai a, 



. . . 



. . . 



3a^ a^ Oi . . . 



TCLj. a,._| a^_j ... a^ 



V, 1 



. . . 



2V, T, 1 . . . 
3V, V, V, . . . 



'"'r ''r-l 'r-1 • • • 'i 



a, 1 



. . . 



2a^ a, 1 







Sf's a^ a, . . . 



TUf af_i o,_, ... a, 



r-i 



V, i 



. . . 



2Y, Y, 1 







••-i 



3V, V, V, . . . 



I • 



VMf. V,._| 'r_i • • • V| 



«1 «a 



< «t' 



«,('■) a,(') 



* • 



• «r 



• . . (X. 



«r«l 



dove le a/'') sono gli elementi reciproci, degli elementi di uno qualunque dei de- 
terminanti che sono nella prima di queste eguaglianze. 



Ottobre 1819. 



A.r>T>E]NI>IOB 
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Corso di Q-eodesia di Cr. B. D., Gapitmo del (renio. — Unione-TipograÉco-Editrice di 
Torino, 1876. 

Della, combinazione degli errori nel metodo dei minimi quadrati, dello stesso autore. — 
Fratelli Bocca, 1879. 



Col primo di questi titoli è da qualche tempo incominciata la pubblicazione delle 
lezioni di Geodesia del capitano Daddi, e benché non ne sieno di pubblica ragione 
che pochi fascicoli, crediamo pregio dell'opera farne conoscere al lettore il merito 
scientifico e didattico. 
L'opera comprenderà una introduzione, cinque parti e quattro appendici, cioè: 
1*^ Parte « Cosmografia > ; 
2* Id. « Triangolazione > ; 
3* Id. « Eliasoide Terrestre » ; 
4* Id. 4 Livellazione » f 
5* Id. « Rappresentazione grafica » . 
A.ppendice 1*. « Determinazione della latitudine, longitudine ed azimut »; 

Id. 2*. « Forma della terra dedotta dalle osservazioni fatte col pendolo » ; 
Id. 3^. « Calcolo di compensazione > ; 
Id. 4*. € Celerimensura ». 
Sono pubblicate : L'introduzione, le due prime parti e la 3*^ appendice, col se- 
condo dei titoli suaccennati. 

Non tutti i libri meritano l'onore della lettura, pochi la fatica di una rivista bi- 
bliografica, ma un libro come questo, destinato a servir di testo nelle scuole, ha 
sempre lettori numerosi, quindi può far molto bene o molto male, ed in ogni caso 
merita se ne parli. Secondo noi due difetti capitali si riscontrano nel mede- 
simo, cioè : un linguaggio poco proprio e proposizioni erronee od erroneamente 
dimostrate. 
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Inoltre vi si trovano sviluppate teorie superflue pel geodeta, nel mentre sono 
tralasciate, o poco svolte, o erroneamente esposte, altre di capitale importanza 
nella pratica. 

Esaminiamo adunque questo libro : 

Intorno al riparto ed al contenuto dell'opera, osserveremo che ci pare sarebbe 
stato più logico il premettere alla 2* Parte (Triangolazione) lo studio dell'Elissoide 
Terrestre, essendoché dal medesimo decorrono i principii fondamentali che reg- 
gere debbono l'orditura ed il calcolo di una rete geodetica. Vedremo a suo tempo 
come l'ordine tenuto dall'Autore, lo abbia condotto talvolta a definizioni e propo- 
sizioni Ron del tutto corrette. 

L'Introduzione, secondo l'intenzione dell'Autore (pag. 4), avrebbe dovuto con- 
tenere un cenno storico della Geodesia fino ai tempi nostri, l'esposizione cioè delle 
principali fra le grandi operazioni geodetiche finora eseguite, l'analisi dei metodi 
seguiti e dei mezzi di misura adoperati nella loro esecuzione, e quindi il grado 
di approssimazione via via in esse conseguito. 

Senonchè l'Autore, dominato forse troppo dal concetto che la Geodesia è figlia 
dell'Astronomia, ci ha dato piuttosto una breve storia di questa, contentandosi di 
accennare sommariamente, in alcune note a pie' di pagina, alle principali misure 
d'archi terrestri eseguite fino al 1836. 

La Parte Prima: « Cosmografia y^, comprende due capitoli, ed è tratta quasi 
intieramente dalla Geodesia dello Schiavoni, e dico quasi, perchè nell'opera di 
quest'ultimo autore non si rinvengono alcune inesattezza che andremo man mano 
rilevando. 

Il primo di detti capitoli è dedicato alle grandi linee di riferimento della sfera 
celeste, alle coordinate sferiche, ed alla misura del tempo. 

Esso comincia con alcune definizioni che mancano forse di rigore matematico, e 
che non sono complete, come, ad esempio, quella che vi è data dell'orizzonte, cioè: 
€ Quel gran cerchio sul quale insiste la volta celeste » . 

Qual è il centro, quale la posizione di questo cerchio rispetto all'osservatore ? 
Definire i quattro punti cardinali prima di aver definita la sfera celeste , l'asse 
del mondo ed il meridiano, non è molto logico. 

Parlando della differenza che corre fra i segni e le costellazioni dello zodiaco, 
l'Autore dice che queste ultime sono < figure di uomini e di animali senza 
«connessione veruna colle stelle che esse comprendono », nel mentre sono ap- 
punto determinati gruppi di stelle che costituiscono le costellazioni. Forse l'Au- 
tore ha voluto dire, che la loro configurazione non rassomiglia alle figure usate 
dagli antichi per designarle, ma allora egli dovea, parci, esprimersi più chia- 
ramente. 

A pag. 35, a proposito della precessione e della nutazione , si legge : « Tasse 
« della terra ha un moto di oscillazione in causa di una variazione dell'angolo che 
« tale asse fa con quello dell'eclittica >, e con apposita nota a pie' di pagina, sog- 
giunge che questo fenomeno è dovuto al fatto che la terra non è né omogenea né 
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composta di strati omogenei, nel mentre è noto che in meccanica celeste si cal- 
colano la nutazione e la precessione luni-solare, ritenendo la terra come un so- 
lido di rivoluzione omogeneo. Non è qui il luogo di indicare alFAutore quale 
sia la causa dei fenomeni di cui discorriamo e passeremo oltre. 

A pagina 37 egli chiama giorno astronomico ciò che con ragione, vien sempre 
chiamato giorno solare vero. 

Più oltre l'Autore osserva che il giorno astronomico è più lungo del giorno si- 
derale, perchè il sole, in virtù del suo moto annuo apparente, si sposta da oriente 
in occidente. Non è forse l'opposto che succede ? Prima di definire poi il tempo 
medio, egli dà la lunghezza di ciò che dovrebbe chiamare giorno solare medio. 

A pag. 40 si legge che il primo sole medio, quello cioè che si suppone muoversi 
uniformemente sull'eclittica, determina sull'equatore gli equinozi ed i solstizi medi, 
nel mentre per equinozio medio s'intende la posizione che questo occuperebbe in 
cielo, nell'istante che si considera, astrazione facendo dalla precessione e dalla nu- 
tazione. 

Possibile che l'A. nei suoi studi astronomici non abbia mai usato un catalogo 
nel quale sono date le posizioni medie delle stelle, le loro posizioni, cioè ^'rife- 
rite all'equinozio medio? 

Trattando del terzo sistema di coordinate sferiche (pag. 48), l'ascensione retta 
cioè e la declinazione, l'Autore dice esser necessario conoscere l'ora siderale; 
ma non la definisce, e senza avérla definita dà, più oltre, esempi di conversione 
di tempi, compresa la conversione del tempo medio in siderale o viceversa. 

Questo Capitolo lascia quindi a desiderare per la precisione del linguaggio e per 
le inesattezze che vi si riscontrano. 

Il Capitolo II tratta della figura della terra, del suo moto di rotazione e di rivo- 
luzione, della sua antica fluidità e delle coordinate terrestri. 

Lo Schiavoni è anche qui il testo seguito dall'Autore, salvo per una dimostra- 
zione incompleta ed inesatta che è tratta dal Francoeur. 

Anche qui sono molte le proposizioni errate e le improprietà di linguaggio. 
Non mi pare, per es., molto propria l'espressione che si legge a pag. 61: « Laonde, 
« ammettendo che la terra giri attorno ad un suo asse, la gravità del pendolo 

< cresce dall'equatore verso il polo ». I pendoli hanno forse una gravità speciale? 
A pag. 68, trattando della figura di equilibrio di una massa fluida animata da 

un moto di rotazione uniforme attorno ad un asse, e le cui molecole si attraggano 
reciprocamente secondo la nota legge di gravitazione universale, egli comincia col 
restringere la generalità del problema supponendo che le risultanti di queste azioni 
reciproche su ciascun punto della massa considerata passino tutte per uno stesso 
punto. E poi, scritta una equazione differenziale, senza pur dire che cosa essa 
rappresenti, egli fa il seguente ragionamento : < Siccome tutte le molecole poste 
« sopra una circonferenza, il cui piano sia normale all'asse di rotazione, subiscono 

< la stessa attrazione e la stessa forza centrifuga, la superficie sarà evidentemente 

< di rivoluzione ». Ma in forza di che divinazione l'Autore ha egli visto a priori 
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che le molecole poste sopra una circonferenza, ecc., debbono trovarsi sopra una 
superficie di livello ? 
Forse l'Autore non avendo bene afferrato il significato dell'equazione 

crede che essa sussista per qualunque sistema di punti della massa fluida che si 
considera, mentre egli ha pur scritto che essa non si verifica che per un sistema 
pel quale dp = 0, ossia per una superficie di livello. 

Del resto è cosa nota che lacobi ha dimostrato in generale, che la figura di equi- 
librio cercata può essere anche un elissoide a tre assi, i cui parametri dipendono 
dalla velocità angolare di rotazione, dalla densità del fiuido e dall'intensità della 
forza, colla quale l'unità di massa attrae l'unità di massa alla distanza uno. 

Non saprei perchè l'Autore (pag. 80) ritenga che per far osservazioni circam- 
meridiane sia necessario uno strumento ripetitore. 

Né è usare un linguaggio scientifico lo scrivere : < Quando la terra non è sfe- 
< rica, la longitudine non può essere espressa in lunghezza d'arco equatoriale ». 
come se le longitudini si esprimessero con lunghezze. 

Non è poi chiaro né esatto il dire che « l'angolo diedro compreso fra due mo- 
ti: ridiani si avrà espresso in gradi dalla relazione fra il tempo e la circonferenza >. 



Passiamo ora all'esame della seconda parte : « Triangolazione ». 

Essa consta di quattro capitoli . 

Il primo tratta delle triangolazioni dei vari ordini, delle ricognizioni geodetiche 
e della costruzione dei segnali. 

Esso comincia con una definizione fondamentalmente erronea di ciò che debbasi 
intendere per una triangolazione, poiché i lati dei triangoli geodetici non riu- 
niscono già i punti del terreno scelti come stazioni, ma sono gli archi di linee geo- 
detiche tracciate sulla superficie media dei mari (supposta estesa sotto i continenti), 
fra le proiezioni di detti punti su questa superficie di riferimento. 

Non avendo l'Autore, nella Parte 1* «Cosmografia», fatto cenno alcuno del 
fenomeno delle maree, né avendo egli potuto quindi definire la superficie media 
dei mari, è naturale che, venendo a parlare della triangolazione, gli manchi la 
superficie di riferimento sulla quale essa giace. 

Oltre a ciò l'Autore, per l'assenza del concetto fondamentale, non può dar del 
triangolo geodetico la definizione esatta, e ne vedremo fra poco una conseguenza. 

Non comprendo (pag. 86) che cosa significhi l'espressione : « Sarà sempre con- 
€ veniente che il numero dei triangoli geodeteci sia maggiore di quello strettamente 
« necessario all'esigenza geometrica dell'elemento che si cerca, per considerazioni 
« relative alla pratica delle operazioni di controllo ». Forse sarebbe stato meglio 
dire che una rete geodetica si costituisce per modo che essa possa fornire per più 






vie il valore dei suoi elementi incogniti, onde aver la possibilità di controllare l'e- 
sattezza del lavoro eseguito. 

Una conseguenza del non aver trattato dello studio delFelissoide terrestre prima 

dì parlare della triangolazione, si appalesa nella seguente erronea proposizione: 

« Ogni triangolazione poi considerata isolatamente, cioè indipendentemente dalla 

« sua posizione geografica, è determinata completamente quando si conoscano i lati 

« e gli angoli di ciascun triangolo » . 

Cosa che non è vera, che per una triangolazione topografica, in cui i triangoli si 
possono considerare come rettilinei^ e non per una triangolazione geodetica, in cui 
per poco che i triangoli sieno grandi, coQvien tener conto della loro natura elissoi- 
dica, e risolverli come appartenenti ad una sfera che abbia, per raggio, il raggio 
di curvatura medio della zona occupata dal triangolo stesso. E si sa che questo 
raggio varia colla latitudine media di questa zona. 

Passando sopra ad altre mende meno importanti, domanderei air Autore perchè 
fissi senz'altro a 40 kilometri il limite superiore della lunghezza dei lati di un 
triangolo di primo ordine. 

Questo limite, astrazione facendo dall'incerto e poco studiato fenomeno della re- 
frazione laterale, è tutto relativo alla lunghezza ed approssimazione colla quale è 
stata misurata la base ; al numero ed alla conformazione dei triangoli che raccor- 
dano il Iato di primo ordine alla base stessa; all'esattezza concessa nella misura 
degli angoli dai gonimetri a disposizione, e finalmente dal grado di approssimazione 
che si vuole ottenere nel calcolo degli elementi della rete. Con acconci mezzi, i 
lati di primo ordine si sono già spinti a 279 kilometri (Riattacco della Spagna col- 
TAIgeria), e si sono ottenuti triangoli il cui errore di osservazione raggiunge in 
media appena 1". Confesso poi di non intendere lo scopo della distinzione che egli fa 
fra Terrore assoluto di un angolo ed il suo errore relativo, che egli definisce colle 
parole : < Terrore relativo di un angolo è l'influenza d'un dato errore assoluto sulla 
« misura di un angolo ». Fortunatamente egli non si vale afifatto di questo concetto 
nel seguito del libro. 

È poi falso il teorema che egli ritiene di aver dimostrato a pag. 90, intorno alla 
proprietà attribuita al triangolo equilatero di render minimi gli errori che nascono 
sui lati, per causa di dati errori angolari eguali, oppure eguali e di segno opposto, 
commessi nella misura dei suoi angoli. 

Infatti in quella dimostrazione egli ragiona (come del resto hanno fatto altri 
autori ; non però Io Schiavoni) come se i tre angoli di un triangolo fossero quan- 
tità fra di loro indipendenti, mentre fra i medesimi esiste una nota relazione, 
che differenziata dà il legame che vincola i loro differenziali. 

Trattando, più oltre, del modo di progettare una triangolazione, TA. dice che 
per prima cosa ^ l'operatore si farà accompagnare da una o più guide pratiche 
< del paese, e sceglierà una località adatta pella misura di una base » . Ora per 
poco si abbia pratica di lavori geodetici, si sa come la situazione di una base, 
rispetto ai punti di una rete e viceversa, è quistione assai complessa e che si col- 
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lega ad altre molteplici, per cui si pub dire che non è se non dopo una ricogni- 
zione generale di tutto il terreno da triangolare, che si pub definire dove e come 
convenga situare e sviluppare la base. 

A pag. 100 sì legge che i punti di 3^ ordine si determinano comunemente col 
metodo di Potenot, cosa che per molte buone ragiopi non si pratica che ecce- 
zionalmente e solo per ripiego, quando non si abbia tempo di far meglio. 

Trattando delle dimensioni da darsi ai segnali geodetici l'Autore non tien conto 
del minimo ingrandimento del cannocchiale del teodolite, col quale dovrà potersi 
puntare quel segnale. Eppure questo è uno dei fattori più importanti pet dete^ 
minare questo limite. 

Nelle istruzioni in vigore presso l'Istituto Topografico, l'uso del treppiede, come 
corpo di sostegno del teodolite, è affatto escluso dalle stazioni di second'ordine, 
e l'Autore a pag. 108 consiglia il treppiede. 

Le pagine dedicate alla descrizione dell'elioscopio di Gauss avrebbero forse 
potuto esser dedicate più utilmente a cose più pratiche in Ge'odesia, poiché tale 
elioscopio non si usa quasi mai, sia pella sua delicatezza, sia perchè è di un ma- 
neggio troppo complicato. 

Sono per contro interessanti le nozioni, tratte dagli scritti di Perrier e di Vil- 
larceau, intorno ai vantaggi offerti dai segnali a fuoco, e sul modo di produrli 
ed adoperarli. 

A pag. 125 egli dice che, ultimata la ricognizione e Catte le monografie dei 
punti riconosciuti, l'operatore deve dividerli per fogli della carta da rilevare, 
mentre cib che urge è il formare il cosi detto < Elenco dei triangoli » ossia la 
figliazione dei punti, in base alla quale si prepara l'elenco dei punti da puntare 
da ciascuna stazione, ed il numero dei puntamenti azimutali e zenitali da farsi 
su ciascuno di essi, dipendentemente ddlVordine che gli è assegnato nella fi- 
gliazione. 

Concludendo l'esame di questo capitolo, dovremo dire che in esso appare come 
all'A. manchi una sufficiente pratica nei lavori geodetici, e che il rigore nonché 
la precisione nella esposizione delle proposizioni in esso contenute, lascino a 
desiderare. 

Il capitolo IP tratta della misura delle basi, degli apparati usati in questa ope- 
razione, e dei calcoli necessari per ottenerne la lunghezza ridotta al livello medio 
dei mari ed espressa coU'unità campione. 

L'Autore comincia col ricercare l'influenza che un errore sulla base esercita 
sulla lunghezza di un lato di un triangolo, e si ferma alle note relazioni che ne 
emergono, senza trarne conseguenza alcuna. 

Indi riferisce alcune considerazioni, attinte al calcolo degli errori, sull'esattezza 
relativa colla quale si possono misurare basi di lunghezza diversa, a seconda del 
numero di volte che le si misurano ; ma egli conclude che tali considerazioni 
conducono ad erronee conseguenze, soggiungendo che « attualmente si misurano 
« basi più corte (di che?), certi cosi di ottenere una maggior precisione »• 
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Dal momento che le premesse poste non gli servono per concludere alcunché 
sulla lunghezza che conviene dar ad una base, tanto valea subito dire < lo Schia- 
voni ritiene che 3 o 4 kilometri bastino ». Anche qui 1* Autore non ha tenuto 
conto degli elementi essenziali della quistione, ed avendola posta male, o meglio 
non avendola posta affatto, egli non la potea sciogliere in modo razionale. La 
lunghezza, che conviene dare ad una base, dipende in primo luogo dal terreno, 
poi dalla precisione degli strumenti longimetri di cui si dispone, dalla lunghezza 
e dall'esattezza che si vuol garantire sui lati dei triangoli più discosti dalla 
base stessa. È facilissimo porre il problema in equazione, e risolverlo razional- 
mente. È questo che. importava fare, e che l'Autore non ha fatto. 

A pag. 156, tratta della riduzione della lunghezza misurata, al livello medio 
del mare (che non ha per anco definito) e dice che tale lunghezza è eguale a 
quella d'un arco di cerchio di un determinato raggio, moltiplicato per un certo 
fattore. 

Era per lo meno necessario che egli dimostrasse che la lunghezza della base ri- 
dotta all'orizzonte è eguale a quel tale arco di cerchio, nei limiti degli errori di 
osservazione, altrimenti dove se ne andrebbe tutta la precisione e la cura posta nel 
misurarla? 

Su questo capitolo non aggiungeremo altro, ritenendo si possa intorno al conte- 
nuto del medesimo ripetere quanto abbiamo detto per i precedenti. 

Il capitolo Iir tratta della misura degli angoli, delle parti essenziali del teodo- 
lite, dei vari metodi di osservazione e della riduzione in centro degli angoli. 

Lunghe e minuziose sono le descrizioni delle varie parti accessorie di uno stru- 
mento, e questa non è stata lieve fatica pell'Autore, tanto più che egli le ha 
corredate di belli e nitidi disegni da lui stesso eseguiti, togliendoli da reputati 
libri di Geodesia e da trattati speciali sugli strumenti geodetici. 

Ma egualmente felice non è l'esposizione dei principi sui quali poggiano la co- 
struzione e l'uso degli strumenti stessi, ed esporremo brevemente le principali 
mende che abbiamo riscontrate in questa essenziale parte della trattazione. 

Ed in vero, a pag. 186, trattando del cannocchiale, egli dice che l'asse ottico del- 
l'oculare deve esser parallelo a quello dell'obbiettivo, nel mentre in una nota a pie 
di pag. 199, citando il Casorati {Sistemi ottici centrati e non centrati), autore che 
gli avrebbe servito di guida, si legge che « l'oculare potrebbesi usare anche a mano 
« libera, staccato dal cannocchiale, essendoché la precisione dei puntamenti non 
« dipende affatto dall'oculare, il quale funge semplicemente da microscopio ri- 
< spetto all'immagine prodotta dall'obbiettivo». Il che è verissimo, ma appunto 
perciò, in contraddizione con quanto scrive l'Autore. 

A pag. 187,. descrivendo il modo di agire del cannocchiale, dimentica di dire che 
l'oculare si situa per modo che il suo foco principale coincida con quello dell'obbiet- 
tivo, cosa che è essenziale. 

Nella pagina seguente, tenendo solo conto dell'azione dell'obbiettivo, dice che il 
primo dei grandi vantaggi del cannocchiale sta nella aumentata chiarezza delle 
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immagini degH oggetti, senza tener conto dell'influenza dell'ingrandimento e del 
fatto che solo una parte dei raggi che colpiscono l'obbiettivo giungono all'occhio. 

E quello che è più strano si è che egli ciò asserisca in contraddizione a quanto 
poi, sulle traccio di molti autori, egli stesso dimostra al lettore a pag. 198 e 199, o?e 
si legge : « nei migliori cannocchiali acromatici la chiarezza è eguale a 0,85, e 
« perciò vediamo che la chiarezza massima si ha ad occhio nudo ». 

A pag. 189, parlando della linea di collimazione ne dà una definizione erronea 
ed in opposizione a quella, esatta, che egli pur riporta in una nota, citando l'aureo 
libro del Casorati. 

Soggiunge poi, che si verifica se la linea di collimazione coincida coU'asse ottico, 
muovendo l'occhio applicato all'oculare, ed osservando se il punto individuato dal 
crocicchio dei fili del micrometro coincide sempre collo stesso punto dell'oggetto 
mirato. Ma questo moto relativo non ha che vedere colla situazione relativa delle 
due linee in esame, e dipende, come si sa, dal non essere coincidenti il piano del 
micrometro, e i due piani focali principali dell'obbiettivo e dell'oculare. 

È questo ciò che si chiama la paralasse dei fili, ed è fenomeno afiatto indipendente 
dalla posizione della linea di collimazione rispetto all'asse ottico dell'obbiettivo. 

A proposito dell'ingrandimento dei cannocchiali a pag. 192 si legge: «Noive- 
< diamo pertanto che con un medesimo obbiettivo possiamo avere vari ingrandi- 
re menti, e che minore è la lunghezza focale di quest'ultimo, maggiore òringrandi- 
« mento ». 

Non è forse precisamente l'opposto che è vero? 

A pag. 201 chiama col nome di acromatici gli oculari di Huygens e di Ramsdeo, 
mentre la loro caratteristica è di essere composti oltre ad essere acromatici, per cui 
composti ì medesimi vengono sempre chiamati per distinguerli dagli oculari acro- 
matici semplici. 

Da questa trattazione, assai difettosa, come si vede, intorno al cannocchiale, 
l'autore repentinamente salta ad un argomento affatto diverso e che per dippiù 
non ha alcuna importanza pratica, anche quando si tratti dei maggiori strumenti 
di cui si fa uso in Geodesia, per osservazioni Geodetico-Astronomiche. Accenno alla 
ricerca sulla flessione del cannocchiale, la quale per lo meno presuppone che chi 
legge sappia servirsi di un teodolite, mentre fin qui nulla in proposito è stato esposto. 

Segue la teoria del nonio o verniero, a proposito della quale l'Autore espone la 
teoria del microscopio semplice, cosa che egli potea fare trattando del modo di agire 
degli oculari semplici e composti del cannocchiale, tanto più che dopo aver parlato 
del verniero, egli descrive il microscopio micrometrico, che è un microscopio 
composto, e del quale manca la teoria. 

Viene in sèguito la teoria del livello a bolla d'aria, la quale è incompleta e 
non sempre esatta. 

Per esempio, riportando dallo Schiavoni la ricerca sull'ineguaglianza dei perni 
di un asse orizzontale, prescindendo dal fatto che questa ricerca è oziosa trat^ 
tandosi di strumenti geodetici, egli dimentica ciò che vi ha in essa di essenziale, 
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l'inversione cioè dell'asse sai suoi cuscinetti, per ci^i l'esposizione ne riesce con- 
fusa ed incomprensibile. 

Seguono questa delicata ricerca, alcuni teoremi sulle funzioni periodiche circo- 
lari, riportate testualmente dallo Cbauvenet « Sferical Astronomy », e mediante 
i quali, sulle traccie di questo esimio Autore, egli tratta in molte pagine dello 
studio della graduazione dei cerchi. 

Un tale studio, razionalissimo quando si tratta dei grandi strumenti astronomici, 
è affatto fuor di luogo quando si tratta di strumenti geodetici, i cui cerchi si 
possono studiare con tutta l'accuratezza necessaria, con metodi molto più semplici, 
essetìdochè in questi strumenti, gli errori di graduazione sono sempre piccoli, 
rispetto agli errori complessivi di collimazione e di lettura. 

Di più la trattazione esposta dall'Autore non è lucida come nello Chauvenet, 
ma tradotta in modo poco intelligibile. 

Sono poi esaminati e fra loro confrontati i vari metodi di osservare col teodo- 
lite. Ne sono descritti quattro, mentre i ^due ultimi non ne costituiscono che uno 
solo, il metodo delle reiterazioni cioè, che è anche chiamato « delle osservazioni 
a strati ». 

U secondo metodo accennato dall'Autore non è un metodo nel vero senso della 
parola, poiché quel modo di osservare (per direzioni coniugate) collo strumento in 
due posizioni invertite, è applicabile tanto col metodo delle ripetizioni quanto con 
quello delle reiterazioni. 

È ozioso poi applicare il metodo dei minimi quadrati al confronto di questi due 
ultimi metodi, dal momento che l'Autore stesso dichiara che la conclusione cui 
si arriva per tale via è falsa. 

Chiudono il capitolo IIP alcune norme, tolte da istruzioni, oramai abrogate, 
che erano in uso presso l'Istituto topografico militare, sull'esecuzione delle sta- 
zioni, e finalmente l'Autore dà la formula per ridurre un angolo in centro, spen- 
dendo sei o sette pagine ad analizzare tale formola! 

Il contenuto quindi di questo capitolo lascia a desiderare sotto vari rapporti ; 
ma passiamo al quarto capitolo, che è l'ultimo reso di pubblica ragione. 

Tale capitolo è dedicato agli strumenti per la misura degli angoli ed al loro 
maneggio. 

L'Autore, dopo aver rettamente classificati gli strumenti gonimetri, ricerca le 
formolo per ridurre un angolo all'orizzonte e vi dedica 11 pagine! 

Tratta poi del sestante, riportando dall'egregia opera del Magnaghi sugli stru*^ 
menti a riflessione, e dal Chauvenet, la teoria di questo strumento, impiegandovi 
33 pagine del suo libro, cosa che è per lo meno fuori di luogo, essendoché i pic- 
coli sestanti che si adoperano in geodesia per uso speditivo, nelle ricognizioni, 
rendono affatto inutile tutta o quasi tutta la teoria esposta. 

Segue una lunga descrizione del circolo e del teodolite ripetitore, tratta dallo 
Schiavoni. 

Nell'esporre il modo di correggere il teodolite, l'Autore non si crede obbligato a 
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dare alcuna dimostrazione dei metodi indicati, e cade in alcuni grossolani errori. 
Per esempio, per correggere Tasse ottico (dovrebbe parlare della linea di colli- 
mazione) egli dice che se, dopo il capovolgimento del cannocchiale ed una rivo- 
luzione di 180<^, non si ritorna sull'oggetto puntato, l'errore di collimazione sarà 
espresso dall'arco celeste compreso fra l'oggetto ed il crocicchio dei fili, e che 
lo si corregge spostando di tale quantità il telarino del micrometro. 

Cosa che non è esatta. < Però, egli soggiunge, in pratica si corregge metà l'er- 
« rore colle viti del telarino e metà colla vite di richiamo del cerchio azimutale », 
e questo è giusto. Perchè dire una cosa inesatta per poi contraddirla, come se la 
pratica potesse contraddire la geometria? 

Non è afiatto esatto quanto egli scrive più oltre intorno al modo di usare la 
livella di spia, e sul modo di correggerla; né è vero che convenga, nelle osser- 
vazioni geodetiche, tener conto degli spostamenti della bolla di quella livella, nella 
misura delle distanze zenitali, anzicchè ridurla volta per volta in centro. 

Se la pratica dei lavori geodetici non ha insegnato ciò all'Autore, veda in pro- 
posito le norme prescritte presso l'Istituto Topografico. 

Le inesattezze segnalate intorno al modo di eseguire le correzioni del teodo- 
lite ripetitore sono ripetute poco oltre, allorché egli tratta del teodolite reitera- 
tore, coU'aggravante che, ritornando sull'uso della livella di spia, nella misura 
delle distanze zenitali, aggiunge che bisogna rettificarla per mode che « il piano 
« degli assi ottici dei due microscopi del cerchio verticale passi per Tasse di 
<c questo e riesca orizzontale ». 

Ora ciò é assolutamente inutile, e basta che i detti microscopi sieno prossima- 
mente a 180** l'uno dall'altro, qualunque sia la loro posizione, perché dalla dif- 
ferenza delle letture ottenute nelle due posizioni dello strumento si abbia il doppio 
della distanza zenitale cercata, purché si riconduca la bolla della livella, di cui 
si tratta, in mezzo, prima di eseguire i puntamenti. 

Finalmente l'Autore trae in parte dal Jordan « Vermessungskunde > l'analisi 
dell'influenza delle anomalie strumentali, sulla misura degli angoli azimutali e ze- 
nitali, e dico in parte, perché il Jordan non ha detto tutte le cose che si leggono 
nel libro che esaminiamo, e ne ha dette delle altre essenzialissime, che TAutore 
ha trascurate. 

Ma è ormai tempo di far punto e di riassumere le cose dette. 

Abbiamo esaminati i difetti che s'incontrano qua e colà in questo trattato di 
Geodesia; ma è giusto soggiungere che l'Autóre ha il merito di aver disegnate 
delle bellissime tavole dimostrative, e quello di aver arricchito il suo libro di molte 
citazioni, da una delle quali si apprende (nota a pag. 310) come lo Chauvenet 
sia stato < lo suo maestro e lo suo autore negli studi astronomici ». Cosa questa 
alla quale pare egli tenga molto, perchè in altra nota (vedi il suo Calcolo di 
compensazione^ a pag. 42) si legge « che è con si celebre autore che egli ha 
< eseguiti i suoi studi astronomici -» . 

Non si può negare che molte cose che troverebbero il loro posto in un trattato 
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di Astronomia sferica, si trovino nell'opera del Daddi ; ma è anche vero che for- 
tunatamente lo Ghauvenet non è responsabile di tutto ciò che il suo discepolo ha 
scritto, e tanto meno lo sono il Jordan, lo SchiaYoni, il Gasorati, il Magnaghi e gli 
altri autori dei quali egli si è liberamente servito. 

Forse una maggiore conoscenza pratica dei lavori geodetici, un più serio pos- 
sesso dell'analisi, una intrinsichezza maggiore coU'ottica, una maggiore cura nel- 
r esprimere le sue idee, avrebbero giovato all'Autore e gli gioverebbero certamente 
nel completamento dell'opera da lui cominciata. 

Esamineremo ora brevemente i pregi della 3^ appendice, che egli ha intitolata 

< Della combinazione delle osservazioni nel metodo dei minimi quadrati >. 
GoU'accennato titolo, adunque, l'Autore offre agli studiosi una sua esposizione 

del calcolo degli errori, che egli ritiene più atta, sotto il punto di vista didat- 
tico, a servir di testo nelle scuole, che non il bel lavoro pubblicato nel 1876 
sullo stesso argomento dal Golonnello Ferrerò, direttore in secondo dell'Istituto 
Topografico Militare. 

L'Autore dichiara sinceramente nella prefazione del suo libro di averlo scritto 
per risparmiare ai suoi allievi la fatica dell'ammanuense, e di non aver < la pre- 

< tesa di dar nuove dimostrazioni, che anzi^ formato con lunga ed amorosa cura 
« sulle opere dei maestri (Quellen Scriffen), ne riporta fedelmente le teorie » . 

A quali fonti egli abbia ricorso, ce lo dice a pag. v, ove si legge un elenco 
di 18 autori di tutte le nazionalità, che hanno trattata questa materia. 

Il merito quindi di questo lavoro consisterebbe in una esposizione chiara, logica 
e precisa del metodo dei minimi quadrati; in una opportuna scelta e commisu- 
razione degli argomenti trattati, e in un numero sufficientemente svariato di ap- 
plicazioni di questa teoria alla geometria pratica ed alla geodesia. 

Leggendo questo libro, vi s'incontrano delle belle pagine tratte essenzialmente 
dal Jordan, dal Ghauvenet, dal Liagre, dal Ferrerò, dalle lezioni di geodesia del 
Dini e dalla traduzione francese che il Bertrand ha fatto di alcune memorie del 
Gauss su questa teoria. 

Senonchè, ci pare, che non sempre l'esposizione sia chiara; che non è costante- 
mente palese il nesso logico che dovrebbe legare le varie parti della trattazione, 
e che manchi un poco il giusto equilibrio fra l'estensione data ai varii argomenti 
che la costituiscono. 

Mancano poi le desiderate applicazioni a problemi concreti di Geometria pra- 
tica e di Geodesia, e non sono dimostrate le proposizioni che servono per rintrac- 
ciare il numero delle equazioni di condizione, cui detti problemi danno luogo. 

La teoria esposta è poi soltanto applicabile direttamente ad operazioni geodetiche 
o di geometria pratica, eseguite cogli antichi strumenti ripetitori, mancando in- 
tieramente quanto interessa la compensazione delle stazioni fatte con strumenti 
reiteratori, teoria questa esposta nitidamente e con interessanti applicazioni dal- 
TAndrae, dal Baeyer e dal Ferrerò. 

Inóltre l'A. , benché nella sua prefazione non ci prometta delle cose nuove. 



— XII — 



pure qua e colà egli ne offre al lettore; ma pur troppo queste novità non sono 
sempre accettabili. 

Ad illustrare le poche osservazioni generiche che precedono, daremo un rapido 
sguardo ad alcune fra le più salienti cose scritte dall*A. 

Per esempio, a pag. 11, dopo aver dimostrato che la media aritmetica di più 
osservazioni gode delle due proprietà di rendere nulla la somma dei residui, e 
minima la somma dei loro quadrati, egli soggiunge : « Di questi due principii il 
« secondo ci apparisce più generale e più esatto, e sembra perciò più adatto, ecc. ». 
Come se una verità matemation potesse essere più o meno esatta. 

Aggiunge poi che « Prima di accettare tuttavia quel principio, come fonda- 
le mento del metodo, dovremo discuterlo per vedere se esso risponda alle condi- 
re zioni del calcolo delle probabilità >. 

Qui pare che TA. voglia ricercare nella teoria delle probabilità e neirequazione 
della curva degli errori una conferma del principio dei minimi quadrati, nel 
mentre questa equazione è già per sé stessa una conseguenza di questo stesso 
principio, come egli può convincersene leggendo una memoria pubblicata su questo 
argomento nel presente giornale, voi. XVIII, e come chiaramente è detto nel libro 
del Ferrerò. 

La dimostrazione che TA. dà del semplicissimo principio delle probabilità com- 
poste (pag. 12) è piuttosto confusa, non è punto generale, e siccome questo teo- 
rema è fondamentale per arrivare air equazione della curva di Gauss, s^intende 
di leggieri come questa trattazione per ciò solo lasci alcunché a desiderare. 

Sono poi poco chiare e asserite gratuitamente le verità che conducono a sta- 

9 {L)dà 

rappresenterà la probabilità che A sia compresa fra i limiti a e 6. 
A pag. 16 poi si legge una interpretazione per lo meno nuova deirequazione 

r(p(A)dA = l. 

L'Autore esprime in linguaggio ordinario il significato di questa relazione, di- 
cendo : < Quando il numero degli errori è finito, la somma degli errori è 
eguale all'unità ». 

Sarebbe forse stato bene, per norma del lettore, che questo nuovo teorema 
fosse stato accennato nella prefazione del libro ! 

A pag. 39 TAutore dice di aver dimostrato al § 3 il principio dei minimi qua- 
drati > mentre in tale paragrafo, a pag. 7, si legge: « La media aritmetica non 
« può esser dimostrata analiticamente e convien ritenerla come un postulato ». 
Ma il principio della media aritmetica e quello dei minimi quadrati non formano 
essi una cosa sola? — L'Autore pare di un parere diverso, eppure ciò ed anche 
l'equivalenza analitica di questo principio colla legge degli errori di Gauss 
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sono cose chiaramente dimostrate nel bel lavoro del colonnello Ferrerò, che egli 
pur cita come una delle fonti alle quali egli si sarebbe < formato con lunga ed 
amorosa cura > . 

Questo libro consta di 140 pagine, eppure Fautore ne dedica circa 24, ossia 
poco meno che la quinta parte, allo studio della funzione di Gauss ed a svilup- 
parla in serie, per poter arrivare a dar la nozione della precisione e dell'errore 
probabile. Tre o quattro pagine al più sarebbero state più che sufficienti per rag- 
giungere questo intento, e l'Autore avrebbe potuto valersi delle altre 20 per 
esporre la compensazione di un giro d'orizzonte fatto con uno strumento reitera- 
tore, e per fare qualche applicazione delle teorie esposte come già si è detto. 

Senza entrare in una più minuta disamina di questa pubblicazione, parci che 
quanto se ne è già detto basti per far comprendere come forse le buone inten- 
zioni che hanno certamente mosso l'Autore a farla, non sono state sufficienti per 
dare alla medesima tutti quei pregi, che sono necessari perché la si possa con- 
sigliare come testo da seguirsi nello studio del calcolo degli errori. 

L'esposizione vi è poco chiara, la materia trascelta poco in armonia collo scopo 
del libro, e poi vi s'incontrano proposizioni e dimostrazioni che mal si potrebbero 
dire vere e rigorose. 

In conclusione, forse una nuova edizione, riveduta e corretta, del Trattato di 
Geodesia del Daddì, sarebbe un'opera buona, a patto però che egli si famiglia- 
rizzi un poco di più con uno o due soli dei varii autori che egli si compiace di 
citare forse troppo frequentemente (*). 

Torino, 1" ottobre 1880. 

Luigi Giletta 

Capitaoo di Stato Maggioro e Profeasore di Oeodesia. 



(*) n presente articolo bibliografico era già in macchina aUorchè mi penrenne un'ultima pubbli- 
cazione del capitano Daddi intitolata: Tacheometn e Cìeps, Loescher, 1880. Questo lavoro è corre- 
dato da due belle tavole e consiste in una minuta descrizione del tacheometro ed in una esposizione 
dei metodi da seguirsi noi rettificarlo. In quest'ultima parte si riscontrano alcune inesattezze e non 
potrei in coscienza consigliare agli ingegneri di seguire ciecamente i metodi di correzione che vi 
sono esposti. 
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nel metodo dei minimi quadrati, dello stesso autore. Fratelli Bocca 1879 ; 
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Gol titolo e nelle condizioni indicate mi è pervenuto un Opuscolo di 13 pagine 
in 8^9 contenente una specie di rivista d^c mie pubblicazioni citate, con l'aggiunta 
di una nota dedicata agF Ingegneri. 

Ho detto una specie di rixnsla ; perchè , sebbene Y A. abbia cercato dare al 
suo scritto questa forma , non sembra tuttavia aver avuto altro scopo che quello 
di fare una raccolta degli errori, che egli dice aver trovato nei miei libri. Questi 
errori egli ha potuto ritrovai:e, come farò vedere in seguito, col riportare tnesa(- 
tamente quello che sta scritto nelle mie pubblicazioni; col prendere solamente al- 
cune frasi (e neppure esatlamenlé) di una lunga trattazione, e su di. esse stabi- 
lire un'accusa di errore; col dire falso e sbagliato quello che non sembra accor- 
darsi alla sua opinione personale; .coir interpretare in modo d(ifferente il .titolo 
della seconda mia pubblicazione , per poter addimostrare .Qhe mn soddisfa allo 
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8C(^o ; col trarre partito da un qualche errore di slampa troppo Tisibile per po- 
tervi fondare uu giudizio di inesattezza e senza tener conto che, essendo in corso 
di stampa la mia Geodesia, bisognava per essa dar tempo all'autore di compilare 
r errata-corrige; etc. 

Non tutte le critiche meritano Tenore della lettura, poche la fatica di una ri- 
sposta , ma una critica foggiata a questo modo , mi pare . sta pregio delC opera, 
die se ne parli quel tanto, che può essere sufficiente a farla apprezzare. 

L'Autore della bibliograQa comincia col porre, senz'allro^ che due sono i difetti 
capitali nei miei libri cioè: Linguaggio poco proprio (P) e proposizioni erronee (2°) 
od erroneamente dimostrale (3''?), e con questi due difetti capitali in tèsta esamina a 
suo modo il mio libro sulla Geodesia dapprima e quindi quello sulla Combinazione 
delle osservazioni. Immediatamente trova il programma poco logico; ma per aiTcr- 
mare una sentenza cosi grave, mi pare, che si sarebbe dovuto premettere un esame, 
sullo scopo prefissosi dall* autore, sulle condizioni in cui si trovava, sui mezzi di 
cui poteva disporre etc.... e dopo un tale esame, fatto coscienziosamente, potevasi 
solamente aver ragione per sentenziare su di un programma dMnsegnamento, sta 
bilito da molti anni e seguito da parecchi autori. 

Non sembra che VA. della bibliografia abbia pensato nn momento, che lo scopo 
del mio Corso di Geodesia era di riassumere le mie lezioni ad Ufficiali del Genio, 
che per la prima volta studiano Geodesia, e non ad Ingegneri geografi; che perciò 
doveva attenermi alle teorie essenziali, senza divagarmi nei problemi straordinari 
e rarissimi, come p. es. di triangoli di 270 chilm. di lato etc. cui egli accenna. 
Eppure FA. della bibliografia ha potuto vedere, come stretto da questa considera- 
zione, per completare il mio Corso, era stato obbligato a porre in appendice quelle 
parti che aveva dovuto semplicemente accennare nelle lezioni, e che a taluna aveva 
dato un certo sviluppo ciononostante , perchè non aveva giudicato potesse formar 
corpo per un appendice speciale. Ed oltre a ciò non si ha neppure a tener conto 
della scelta del metodo più adatto ali* insegnamento ? 

Hi pare ohe nel fare una critica , per uno scopo scientifico , si proceda con 
troppa leggerezza di giudizio , se si comincia col negar ali* autore del libro la lo- 
gica del suo programma, senza credersi in dovere di eseguire una minuta e co- 
scienziosa discussione al riguardo. Le intenzioni dell'autore devono essere riportate 
non solo, ma ricercate dal critico coscienzioso. 

Le intenzioni mie erano poi state palesate troppo chiaramente, perchè non se 
ne dovesse tener conto. Nella Introduzione della Geodesia ho detto infatti : 

e In una prima parte che intitolerò Cosmografia verranno riassunte tutte 
(( quelle cognizioni astronomiche che si reputano indispensabili ; alcune di esse 
« tuttavia non saranno che accennate ed esposte coi metodi più semplici , riman- 
c dando ad apposite appendici quelle questioni, che richiedono tale sviluppo da non 
et poter essere comprese in questa prima parte. » 

Si può essere più espliciti ? Se r A. della bibliografia avesse ponderata questa 
^ siiki «dicUarasiòiiè» anebbd facilmente capito che aon era propriamente il caso di 



riportare nella 1' parte, né il Teorema di Jacob i, né il calcolo della nutazio- 
ne etc... che egli vuol far saper di conoscere. ' 

Non essendosi formato 1* A. della bibliografia un criterio giusto sulle mie pub- 
blicazioni, egli non ha potuto capire che il compito dell'insegnamento di una Scienza 
sta essenzialmente nel farne conoscere lo stato attuale, non nel riformarla (io non 
mi credo da tanto) ed é perciò che nella stessa Introduzione ho detto : 

(c L' esposizione dei metodi di calcolo e di osservazione, la descrizione e Tuso 
« degli strumenti stati impiegati e che si impiegano per tale ricerca formano Tog- 
tt getto del nostro studio. » 

Quando siasi pensato a tutto questo si troverà il programma del mio Corso 
di Geodesia più logico della critica stessa. 

Neirinsegnamento ho sempre creduto per lunga pratica dover preferire il metodo 
di procedere dal semplice al composto; se FA. della bibliografia invece crede migliore 
un sistema opposto, doveva discuterlo, e non far accusa di critica su ciò che è conse- 
guenza necessaria delFadottato sistema. Né basta ad attenuare T asprezza di tali 
accuse 1* esprimersi con un forse; poiché o il giudizio é il risultato di una convin- 
zione profonda ed allora deve essere esplicato nettamente, o non vi é questa con- 
vinzione profonda ed allora non si emettono giudizi. L' A. della bibliografia poteva 
cosi risparmiare il titolo di falsa alla dimostrazione sulla forma equilatera dei trian- 
goli etc, essendo discutibile questa sua opinione di falsità. Jl Prof. Schiavo ni 
si é limitato a dire « Si é ancora in dubbio se essa (la forma equilatera) goda dei- 
t r altra proprietà importante, cioè di procurare che Terror medio degli angoli 
a produca sui lati, i quali vengono a determinarsi, errore minimo ». Ha non è qui 
il caso di aprire una discussione al riguardo. 

Nel seguitare la sua critica, TA. ritorna indietro ed interpretando a suo modo 
alcune parole da me dette, trova sbagliata la Introduzione alla Geodesia dicendo : 

L* Introduzione y secondo V intenzione dell* autore (pag» 4], avrebbe dovuto con* 
tenere un cenno storico della Geodesia fino ai tempi nostri , V esposizione cioè 
delle principali fra le grandi operazioni geodetiche finora eseguite (!) , T anatisi 
dei metodi seguiti (1) e dei mezzi di misura adoperati nella loro esecuzione (I) è 
quindi il grado di approssimazione via via in esse conseguito (!) 

Il programma di questo ce/ino storico é magnifico e colossale, tanto che mi 
pare, che cominciando con una introduzione di tal fatta si potrebbe far a meno di 
scrivere il corso. L*A. della bibliografia vuol far credere che mìa intenzione fosse 
di dire tutto questo, ma declino il diritto d'invenzione di un tale programma, per- 
ché il mio intendimento é stato molto più modesto; ed ecco infatti come io ho mani- 
festato questo intendimento. * 

Dapprima riporto queste belle parole del Prof. Schiavoni. 

ff Torna di grande utilità ad un lavoro scientifico di istituzione lo avere in 
a fronte alquante righe che ne rischiarino il concetto, però mi pare che siffatta 
(( utilità addivenga assai maggiore, quando in esse siavi delineato in iscorcio un 
» cenno storico dei fatti culminanti della scienza che si prende a trattare. Imper- 
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« ciocché questo, se da un Iato è adatto a svolgere innanzi alle giovani menti il 
a graduale procedimento, e per cosi dire, l'analisi generale della scienza che si è 
a presa a trattare; dalF altra è molto acconcia ad eccitare coi fatti e cognomi di 
(( coloro che hanno lavorato nei campi del sapere ». Poi riprendo io a Con egual inten- 
te dimento credo quindi premettere allo svolgimento della Scienza che ho impreso a 
a trattare un cenno s(o}*tco sullo sviluppo che la Geodesia ebbe a subire per i prò- 
a grossi delle scienze matematiche e delle arti meccaniche. » 

Questo è quello che ho detto ed è anche quello che ho mantenuto, ma è ben 
dilTi rcnte da ciò che vorrebbe farmi dire FA. della bibliografia. 

a Senonchè V autore (segue egli) dominalo forse troppo dal concello che la 
Geodesia è figlia della Astronomia ci ha dato piuttosto una breve storia di quesUi 
(che...) contentandosi di accennare sommariamente in alcune note^ a pie di pa- 
gina, alle principali misure di archi terrèstri eseguite fino al 1836. » 

Eppure mi pareva che, esistendo un qualche legame fra V Introduzione, e le note 
a pie di pagina, una qualche cosa sulla Geodesia ne avessi pur detto ! Del resto, 

« 

sono anche ora di questa opinione che la Geodesia sia un capitolo della Astrono- 
mia. Chi può precisare ove cessi Tuna e cominci 1* altra! Io non Io so. 

Sulla parte 1* che io ho intitolata a Nozioni di cosmografia » lA. della biblio- 
grafia dice che è tratta quasi completamente dallo Schiavoni, e dico quasij sog 
giunge poi, perchè in questo ultimo autore non si rinvengono alcune inesattezze 
che andremo mano mano rilevando. Esso (il 1^ Capitolo) commeta con alcune 
definizioni che mancano forse di rigore malcmalico e che non sono complete^ 
come, ad esempio^ quella che vi è data dell' orizzonte cioè: Quel gran cerchio sul 
quale insiste la gran volta celeste, » 

La definizione data nel mio libro dice invece: 

a Orizzonte. Quel cerchio estesissimo sul quale sembra insistere la gran volta 
celeste. » 

La definizione inesatta è dunque la sua, non la mia! 

Chi vuole erigersi a giudice degli scritti altrui, mi pare e credo parrà anche 
al lettore, deve riportare le cose esattamente. Né può dirsi che questa sìa stata 
una svista, perchè anzi sembra che V A. della bibliografia abbia posto su questa 
base il suo sistema di critica. Infatti egli riporta in seguito solamente alcune frasi 
di un intiero paragrafo, e neppure esattamente, e dice : 

Parlando della differenza che corre fra i segni e le costellazioni dello zo 
diaco, V Autore dice che queste ultime a sono figure d'uomini ed animali senza 
connessione veruna colle stelle che esse comprendono » nel mentre sono appunto 
determinaci gruppi di stelle che- costituiscono le CQStellazionL Forse V AiUore lia 
voluto dire che la loro configurazione non rassomiglia alle figure usate dagli 
antichi per designarle, ma allora egli dovea, porci, esprimersi piit chiaramente. 

Ecco quanto è scritto nel mio libro. 

<( Le stelle della regione di cielo che il sole sembra percorrere in causa del 
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» suo movimento annuale, furono dagli antichi distinte in 12 gruppi che chiamansi 
« coslellazionij i cui nomi sono riuniti nei due esametri. 

« Sunt Àries, Taurus, Gemini, Cancer, Leo, Virgo, 

R Libraque, Scorpio, Àrcitenens, Caper, Anphora, Pisces. 

ff Queste costellazioni sono distribuite su di una fascia di 18** di larghezza, 
a disposte simmetricamente lungo Teclittica. Ciascuna costellazione ò marcata da un 
a segno speciale, di cui non si conosce T origine, ma che sembra volesse rappre- 
R scntare la forma assegnata alla costellazione. La moderna astronomia ha divisa 
a la fascia dello zodiaco in 12 spazi o segni di 30** ciascuno, conservando per essi 
« i nomi antichi, senza che però questi corrispondano alle costellazioni. Il segno 
«Ariete corrisponde air equinozio di primavera' e gli altri si seguono nell* ordine 
a detto sopra e si distinguono in ascendenti e discendenti come nella flgura 11. 

(( Ad evitare confusione giova adunque ben distinguere la parola costellazione 
« dalla parola segno. Le costellazioni sono figure denomini o d' animali designate 
« nello zodiaco senza alcun rapporto colle stelle che esse comprendono. I segni 
(T invece sono divisioni senza connessione necessaria con le costellazioni. Cosi ad 
R esempio l'equinozio di primavera ha luogo ora alla costellazione i pesci, eppure 
a dicesi il sole entra in Ariete. L' equinozio di primavera aveva luogo alla costella- 
« zione Ariete realmente ai tempi di Ipparco, ma... 

Può dirsi che questa spiegazione non sia chiara? 

Riportando alcune frasi di uno scritto si può facilmente trovar motivo per con- 
dannarne r autore; ma, se queste frasi sono riportate inesattamente, la cosa è anche 
più spiccia. Hi pare che questo siasi fatto dairA. della bibliografia quasi costan- 
temente ! 

Parlando della nutazione dico in nota. 

(c Questo movimento oscillatorio dell'asse di rotazione della Terra, deriva come 
» la precessione dall* esser la Terra composta di strali non individualmente omo- 
« [/enei, né concentrici, per cui l'attrazione del sole e della luna non è diretta 
« esattamente al centro di figura. 

L* A. della bibliografia trova utile per la sua critica di cambiare le mie pa 
rote dicendo « e con apposita nota a pie di pagina soggiunge che questo feno- 
meno è dovuto al fatto che la terra non è, né omogenea^ né composta di strati 
omogenei. » 

Quindi segue: nel mentre è noto che in meccanica celeste si calcola la nuta- 
zione e la precessione lunisolare ritenendo la terra come un solido di rivoluzione 
omogeneo. 

a Dans ce cas (de Fhomogeneité de la Terre) la nutation ne serait qne 1i9 de 
la precedente et par consequent 24", 1 , ce qui difTère trop des observations astro- 
nomiques pour étre admis, ainsi ces observations et celles des marées concourrent 
a faire rejeter Thypothèse de la Terre homogéne..., Laplace Afcc. ceL L. V pag. 312. 

Ho riportato questo brano in francese, perchè V A. della bibliografia non am- 
mette che io conosca parecchie lingue estere, ed il suo giudizio lo avvalora, seri- 



tendo sfericai Astrònomy invece di sphcrical Aslronomy (Inglese) ed anche Qaellea 
9criffen invece di Qaellen Schrifìen (Tedesco). Poteva almeno vedere che ne* miei 
libri queste quattro parole erano scritte esattamente. Per un critico che si appoggia 
anche sugli errori di stampa, questi due errori su quattro parole sono imper- 
donabili. 

Ritornando alla bibliografla, mi pare che T osservazione del suo A. faccia ca- 
pire che egli non ha aiTerrato il criterio della cosa^ e metta in un sol fascio e me- 
todo di calcolo e fatto. 

In un certo punto del mio libro sta scritto. 

Dicesi giorno astronomico o vero quello che comincia etc. e 1* A. della biblio- 
graQa capisce a questo modo A pag. 37 egli chiama giorno astronomico, ciò c/te 
con ragion vien sempre chiamato giorno solare vero. 

Con questo sistema di prendere a spizzico qua e colà alcuna frase che possa 
prestarsi ad una ìntcrpetazione dubbia, 1* A. della bibliograDa se ne impadronisce 
e naturalmente la volge a suo modo, cambiandola se occorra; cosi ad esempio nel 
mio libro ho posto due paragrafi sulla spiegazione della longitudine nell* ipotesi 
della terra sferica, elissoidica di rivoluzione, irregolare, facendo T enumerazione dei 
metodi usati per il paragone dei cronometri etc. , ma e^li di tutto questo non f:i 
parola e coglie una frase quasi alla fine del 2* paragrafo per poter sentenziare. 

Ne è usare linguaggio svienlifico lo scrivere • Quando la terra non è sferico, 
la longiludine non può essere espressa in lutìghezza d'arco equatoriale. 

Parlando della forma della terra ottenuta colla applicazione delle formole del- 
l' Mrostatica, pongo la questione a. questo modo: 

(( Ammessa Y antica fluidità della terra, possiamo cercarne la forma colle for- 
« mole deir idrostatica, che danno la figura d'equilibrio della super/icìe di una 
a massa fluida sottoposta a forze, comunque dirette, riferite a tre assi ortogonali 
« passanti pel centro di essa. 
« L'equazione diflbrenziale è 

p (Xda) + Tdy + Z djs) = dp 

« in cui etc. 

L'A. della bibliografia salta circa due pagine di premesse e dice: egli c(h 
miìuia col restringere la generalità del problema su]Yponendo che le risultanti 
di queste azioni reciproche su ciascun punto della massa considerala passino 
tutte per uno stesso punto. E poi scritta un equazione differenziale , senza pur 
dire ehe cosa essa rappresenti... 
• .*•••..••••.••• 
Il mio libro della Combinazione delle osservazioni è una pubblicazione total- 
mente separata dal mio Corso di Geodesia e quindi tutt* altra cosa che il Calcolo 
di compensazioncy promesso come appendice alla stessa Geodesia, e che non ho 
ancora pubblicato. 
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L'A. della bibliografia non s'accor«»e o non vuole accorgersi di ciò, e lo giu- 
dica come se dovesse contenere il calcolo di compensazione. Egli quindi ragiona 
fuor di proposito a questo modo : 

Senonchè ci pare che non sempre V esposizione sia chiara, che non è costan- 
temente palese il nesso logico che dovrebbe legare le varie parti della traltazione 
e che manchi un poco il giusto equilibrio fra V estensione data ai vari argomenti 
che la costituiscono. 

Come abbia potuto parere tutto questo all' A. della bibliografia è facile capire, 
se egli dalla lettura del libro non ba capito di cbe cosa si trattasse. Eppure ali 
bastava leggere la sola prefazione, ove è detto chiaramente che il mìo libro costi- 
tuisce un trattato teorico generale sul metodo dei minimi quadrati ! 

Quello che non ho capito io, è il suo modo di giudicar deirestensione di una 
trattazione a numero di pagine ! Egli dice : 

Questo libro consta di 140 pagine, eppure (!) ne dedica H ossia poco meno 
che la quinta parte allo studio . . . tre o quattro pagine al più sarebbero sfate 
sufficienti ...(!) 

Faccio osservare che 140 diviso 24 dà 5.83... di quoto, e che perciò ^ ine- 
satto il dire poco meno che la quinta parte. 

Seguitando a parlare di questa mia pubblicazione TA. della bibliografia dice: 

La teoria esposta è poi solamente applicabile direttamente ad operazioni geo- 
detiche di geometria pratica (com*è, che non si è accorto prima che il mio li- 
bro è stato specialmente destinato agli studii di Geometrìa pratica?) eseguite cogli 
antichi strumenti ripelilorij mancando intieramente quanto interessa la compen- 
sazione delle stazioni con istrumenti reiteratori. 

Se avesse posto mente l'À. della bibliografia alla semplice prefazione, avrebbe 
visto, parmi, che nel libro doveva mancare e Tuno e 1* altro, perchè non aveva 
scopo di trattarle. Non capisco come abbia trovata Tuna e non 1* altra! 

Ha quale base può aver avuto egli nello scrivere: 

« Tre quattro pagine al più (!) sarebbero slate piò che sufficienti per rag-^ 
a giungere quesC intento e V autore avrebbe potuto valersi delle altre 20 per esporre 
e la compensazione di un giro d^ orizzonte fallo con uno strumento reiteratore e 
a per fare qualche applicazione delle teorie esposte come si è detto » se non si è 
accorto che il mio programma era ben differente? Spero che non vorrà già pre- 
tendere che il solo programma possibile sia il suo ! 

L'À. della bibliografia come ho detto non si è lasciato sfuggire i* occasione di 
un errore di stampa, per^fare sfoggio di critica; anzi se ne è compiaciuto, e lo 
esprime con questo tono: 

A pag. 16 sì legge una interpretazione per lo meno nuova delV equazione 



|^<pAdA = 1. 
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L autore esprime in linguaggio ordinano il ^gni ficaio di questa relazione 
dicendo : Quando il numero degli errori è finito la somma degli errori è uguale 
ad uno. (Neppur questa volta le mie parole sono riportate esattamente !) 

Sarebbe stato bene per norma del lettore che questo nuovo teorema fosse stalo 
accennalo nella prefazione del libro ! 

Quanto spirito! 

Riporto il brano del mio libro che vi si riferisce : 

«... Supponendo inoltre che vi sieno n errori uguali a A, n' uguali a à'. .. 
» e r intiero numero sia m, le probabilità degli errori saranno rispettivamente 

m m 

» e (a loro somma sarà 

A . 4/ . n + n' + n"-^ ... m . 

^ ^ m m 

» Quando il numero degli errori possibili è finito, la somma delle probabilità degli 
B errori è uguale ali* unità ». 

Senza essere professore di Geodesia, non si vede chiaramente che la parola sot- 
tolineata è stata saltata nella stampa. Poteva verificare che di questo errore da 
gran tempo erano state corrette quasi tutte le copie ; e se poi ingenuamente credeva 
che si trattasse di un nuovo teorema, perchè non ha trovata falsa la dimostrazione 
precedente I 

Farmi aver ora diritto di ripetere ali* autore della bibliografia quel vecchio ada- 
gio : Improbe facile qui in alieno libro ingeniosus est I 

Mi ricordo di aver letto nel Basti at, se non. fallo, queste parole 

« I nostri avversari hanno un gran vantaggio su noi , perchè essi emettono 
» una sentenza senza produrne le ragioni, mentre a noi tocca provare che essi 
» hanno torto ». 

Se TA. della bibliografia ha creduto cosi di obbligarmi a stampare un volume, 
col riportare inesattamente i miei scritti, ovvero col giudicare a suo modo su poche 
frasi, si è sbagliato anche su ciò ; perchè mi basta Taver fatto conoscere quale sia 
questa critica; pregando il lettore a voler riscontrare sui miei scritti quelle parti 
che sono state accusale di inesatte, prima di pronunciare il suo giudizio e tro- 
verà cosi che r espressione « la gravità del pendolo » non è poi cosi assurda come 
vorrebbe far credere FA. della bibliografia; che non vi è contradizione fra quanto 
ho detto sulla linea di collimazione, e sulla costruzione del cannocchiale; che sulla 
figliazione dei triangoli per ragione di controllo ne ho detto abbastanza; che sulla 
lunghezza delle basi le considerazioni sul calcolo degli errori non vi sono inutili etc. 
ed infine che non poteva cambiare le istruzioni allora in vigore deiristituto To- 
pografico. 
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Dirò ancora che non intendo aprir polemiche con chi abbia addimostrato que- 
sta smania di trovar errori a qualunque costo in un libro, mancando alle prime 
esigenze di uno scopo scientifico. 

Ha ritornando alla bibliografia devo far speciale menzione della nota dedicata 
agli ingegneri, cui ho accennato in principio. 

Il pre$enle arlicolo (cosi dice la nota) era già in macchina allorcliò mi per- 
venne un* ullima pubblicazione del Daddi inlilolata k Tacheometri e Gleps, 
Loescher 1880. Questo lavoro é corredato da due belle tavole e consiste in una 
mimila descrizione del Tacheometro ed in una esposizion'e dei metodi a seguirsi 
nel rettificarlo. In quesihiUima parte si riscontrano alcune inesattezze e non po- 
trei in coscienza consigliare agli Ingegneri di seguire ciecamente i metodi di 
correzione che vi sono esposti. 

E una strana pretesa questa di voler dar consigli, non richiesti; poiché gli 
Ingegneri sanno troppo bene, quel che si fanno, per ricorrere ad altri. Come può 
FA. della bibliografia dubitare della capacità degli Ingegneri, cosi da temere che 
abbiano a seguire ciecamente il mio libro ! Se vi sono queste inesattezze, se ne ac- 
corgeranno da loro stessi ed io vivo tranquillissimo su ciò, tanto come vivo tran- 
quillo che nessuno dei numerosi miei Allievi avrà a risentirsi del molto male pre- 
conizzato dairA. della bibliografia. 

L'Autore della bibliografia ha voluto tacciare i miei libri di linguaggio poco 
proprio ; e la sua critica è infiorata di espressioni di questo genere. 

SoTio poco chiare ed asserite gratuitamente le veinlà eie. 

Molte sono le cose asserite gratuitamente nella bibliografia, e disgraziatamente 
non sono neppur verità! 

La conclusione dell* Autore della bibliografia, dopo il tanto male preconizzato, 
i due difetti capitali etc. , è che : 

Forse uva nuova edizione riveduta e corretta del trattato di Geodesia sarebbe 
un'Opera buona (forse! anche dopo riveduta e corretta?) 

Forse ha \oluto dire, riveduta e corrètta non sulla base delle sue osservazioni, 
di cui giustamente egli dubita. 

A patio pellài segue, che egli si famigliorizzi un poco piii con uno o due 
soli dei vari autori che egli si compiace di citare forse troppo frequentemente. 

Io mi compiaccio, e me ne vanto, di rendere pubblica testimonianza di ammira- 
zione all'illustre schiera dei lavoratori nei campi del sapere, Malti pretransibunt, 
sed augebitur scientia, ed io in coscienza, non ho mai potuto dir falsa una teoria, 
anche allora che era stata abbandonata, perchè al suo tempo ha rappresentato una 
fase importante della scienza istessa, e bene spesso la nuova teoria, che la distrug- 
geva, era' nata da essa. 

Io non ho richiesto TA. della bibliografia de* suoi consigli per completare le 

mie cognizioni. Sono più vecchio dell* A. della bibliografia, cosi nella vita, come nel- 

r insegnamento, e per diritto, mi pare, toccherebbe a me dar consigli. Se egli in 

pochi anni ha potuto abbracciare tutto Io scibile matematico, così da potersi erigere 
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giudice e maestro, felice lui ; io sto lavorando da molti anni e non bo potuto an- 
cora scoprire un solo punto di conflne ! 

La conclusione che io pongo per dire che ho finito, credo il lettore Tavrà dì 
già indovinata, cioè ; 

Le critiche si fanno o non si fanno; quando si fanno bisogna saperle fare molto 

bene, altrimenti una bella figura la fa sempre il critico al ritorno ; la 

miglior regola è di non farle. Pensi TA. della bibliografia, se, forse, non sia stato 
questo il suo caso. 

Novembre 1880. 

G. B. Daddi. 



